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PROEMIO 



Lo sviluppo ogoor maggiore die «acino acquisendo lu varie 
Scuole tanto degli ufficiali quinto dei soli' ufficiali dell'Esercito, 
ed il desiderio altresì di renderle quanto pio si possi proficui:, 
suggerirono al Ministero della Guerra la determinazione di som- 
ministrare ai vani Corpi una collezione completa di opere elemen- 
tari, nelle quali i differenti rami de H' istruzione fossero svolti in 
modo chiara, preciso ed uniforme. 

Informali a tali prìncìpii già videro la luce il trattalo di Tri- 
gonometria Rettilinea e quello di Topografia; siccome però a tali 
scienze 6 necessario precedano le cognizioni sulle Matematiche 
elementari, cosi fu a tal uopo prescelto siccome lesto ufficiale 
per la Geometria, il trattalo del professore Marta (già in uso 
nelle vario Scuole dello Stato), ilei quale ordinavast dal Ministero 
predette uno ristampa. A questa si procedette per cura del Corpo 
Reale di Stato Maggiore, introducendovi alcune aggiuntee poche 

I 
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variazioni indispensabili allo scopo proposto colla compilazione 
dei vaili libri di testo. 

La Geometria abbracciando una quantità di proposizioni , le 
quali tulle debbono enunciare o la verità che si vuol dimostrare, 
od il quesito che si vuol risolvere, ne consegue che la ristampa di 
quest'opera non poteva dividersi ed ordinarsi in capi e paragrafi 
conformemente alle altre, senza ricorrere alle lunghe e continue 
ripetizioni degli enunciali, la qua! cosa, senza nulla giovare alla 
chiarezza, avrebbe solo contribuito a rendere più voluminoso i! 
trattalo. Si conservava perciò l'ordine stesso delle proposizioni, ed 
un'ugual partizione- dellj materin; si sopprimevano soltanto alcuni 
quesiti, la cui soluzione era inchiusa in quella di quesiti affatto 
analoghi; si ommetlcvano i pochi cenni intorno alle scale ed ai 
piani, perchè assai più diffusamente tali cose si trovano svolte nel 
trattalo di Topografia; si abolivano le dimostrazioni per riduzione 
all'assurdo dei teoremi relativi alla misura dello circonferenza e 
dell'area del circolo, della superficie convessa del cilindro, e del 
cono retto, della superficie della sfera, e cosi dei volumi della 
sfera, del cilindro, del cono; dimoslrazioni Lutte, le quali, partendo 
dalla considerazione del circolo siccome un poligono regolare di 
un numero infinito di lati, si deducono per analogia e riescono 
di una maggioro evidenza, più facili a ritenersi, ed egualmente 
rigorose. 

Unitamente alle proposizioni s'intercalavano nel testo, come 
già si era pralicalo'per gli altri trattali giù stampati, le apposite 
figure, e si aggiungeva finalmente un indice delle varie materie. 



Nell'adoUare fralLanlo il presente Trattalo per le varie Scuole 
militari, egli è opportuno avvertire: 

i° Che per le scuole degli ufficiali l'insegnamento debba 
versare sull'intiera materia; 

2" Che per quelle dei solf ufficiali debbansi ommeltere le 
proposizioni X, XI, XII, XIII e XVIII del libro 8°, ed i pro- 
blemi, la cui soluzione dipende da equazioni di 2° grado, oda 
estrazione di radici cubiche. 



Torino, addi 1° aprilu 1851. 
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ELEMENTI DI GEOMETRIA. 



\OZIOM PRELIMINARI. 



in ogni verso indefinitamente, e clie si chiama perciò estensione 
infinita, a indefinita, a assolali!. Ogni pur/ione eli quest'esten- 
sione infinita, o occupata da un corpo, o limitata a volontà in 
ima maniera mwhnioiie, è un'estensione finila, o limitata, o rela- 
tiva. L'estensione assoluta, secondo il giudizio cha può farne l'u- 
mana intelligenza, è come un tutto invariabile, che non può 
misurarsi, irà capirsi colla mento: ma l'estensione relativa varia 
in un' infinita ili nni'li, ha |inipridà tlivi'v-c secondo la diversa 

misura dell'estensione. 

Nell'estensione finila, cio<"' nello .spazio occupato dai corpi si 
distinguono tre dimensioni , die sono lunghezza, larghezza , e 
profondità o allena. 

Queste tre dimensioni sono attributi necessari del corpo , 
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giacché il supporlo privo solamente di una di esse , sarebbe an- 
nicnlailo sfinito. 

Ogni corpo occupando una il^ioi-m i n.-ita porzione dello spazio 
è compreso tra curii limili, che lo separano dallo spazio indefi- 
nito clic lo circonda. Questi limiti, clic limino solamente lunghezza 
u larghezza stima profondila, si chiamano siquy/ìcii: Li: superficie 
sono dunque i luoghi della separazione d' un corpo dal restante 
spazio, ed appartengono egualmente all'uno ed all'altro. 

Quando un corpo !■ terminalo da più l'acro, o superficie di- 
stinte le une dalle altre, queste superficie liouno anch'esse i loro 
limiti nei loro scambievoli incontri, o inlors 'i a/.ioni duo a due; 
(piasti limili delle siipcilicie non hanno to': proto ridila, iiè lar- 
ghezza, ina si:laiucnl'> lunghezza, e si chiamano Uhm. Una linea 
rappresentando i luoghi d'incontro di due superficie , appartiene 
egualmente alle due superficie, delle quali essa segna l' interseca- 
zione comune ; e siccome una medesima superficie può essere 
incontrala da un' infinità di alte; superficie di.-iiule, ne segue che 
una stessa superficie può contenere un' infinità di linee. 

Finalmente le lince che terminano le diverse lacco di un 
corpo, hanno anch'esse i loro limiti turi loro vicendevoli incontri ; 
questi limiti delle linee non hanno né profondità, né larghezza, 
nè lungbezza, e si chiamano punii, fiosi un punto esscudo il luogo 
d'incontro di duo linee, ed una medesima linea potendo essere in- 
contrala da un'infinità di altre linee in altrettanti luoghi diffe- 
renti, no segue che una stessa linea può contenere un' infinità 
di punti. 

La certezza dell'esistenza delle mentovale Ire specie di limiti 
deriva dal solo riflettere che, senza di essi, sarebbe assolutamente 
impossibile il giudicare della figura dei corpi. 

Le superficie, le lince ed i punti considerati come limili, e 
non comeoggelli materiali, esisti .no dunque iièl corpo: quantun- 
que non possano esserne citelli vauicnl.e separali. Ciascuno di 
quesli limili può nondimeno col pensiero considerarsi separata- 
mente , facendo cioè astrazione da una, da duo, ed anche da 
tutte Ire le dimensioni del corpo. Anzi in virtù di qitcsla facoltà 
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dell'intelligenza, è incile avvezzarsi a considerare il punta senza le 
linee che lo determinano, la linea senza le superficie , delle quali 
essa rapprcf-.cn la rinliTsera/.ione, In superficie senza il corpo o lo 
spazio , al quale serve di limite , e finalmente il corpo slesso 
come uno spanici idLilintii'r iimiut eii.de ; di modo che, quan- 
tunque le applicazioni più ordinarie delln Geometria si facciano 
sopra ometti materiali, le speculazioni astratte perà e tulle le 
teoriche ili questa scienza siimi all'alio indipendenti dalla conside- 
razione della materia. 

Le tre quantità, lo spazio, la superficie e la linea , possono 
considerarsi sotto due punii di vista dilfcrenti: cioè o per riguardo 
alla loro forma, o relativamente alla loro grandezza. Nel primo 
caso esse si chiamano colla denominazione comune di fiijiire; e 
nel secondo, con quella ili l'slmmoni: Ma Insogna notare, die si 
chiama estensione a tre dimensioni, cioè in lungo, in largo ed in 
allo, quando si traila di spazio, o di un corpo ; estensione a due 
dimensioni iUiii;;lirz/a e l.ir^iezna i, quando si lealtà di superficie: 
eJ estensione lineari 1 , o ad mia sola dimensione i lunghezza'), quando 

Queste tre specie di estensione , riferite ciascuna alla sua 
propria unità, e considerale come misurate, prendono i nomi par- 
ticolari di Volume, di Arsa, o di Lunghetta, secondo die si tratta 
di uno spazio, o di una superfìcie, o di una linea. 

Cosi la lunghezza di lina linea è il numero di unità lineari 
con tenui c in questa linea; l'area di una data superficie è il nu- 
mero di unìlà superficiali contenute nella superficie data; ed il 
volume di un corpo è il numero di unità di spazio contenute nel 
corpo. 

Due ligure possono avere la rdedesima estensione senza avere 
la stessa forma : in questo caso esse si dicono equivalenti. 

Due estensioni possono avere la stessa forma o figura , senza 
avere la medesima grandezza: allora esse si dicono simili. 

E quando due figure, o due estensioni sono tali, che soprap- 
poste luna all'altra, o messe l'una dentro l'altra, si uniscono per- 
fettamente insieme in tulle le loro parti; esse sono allora rqniva- 
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lenii e simili; cioè hanno la medesima grandezza e la medesima 
forma; per esprimere questa doppia proprietà, si dice che le due 
ligure, o le due estensioni sono eguali. 

Spiegazione dei termini. 

S'incontrano nella Geometria proposizioni di più specie, che 
si distinguono le une dalle altre con nomi differenti; così per 
esempio : 

dente per se slessa, cioè die si può cumpi'emlero immediata- 
mente soma bisogno della dimostrazione. Tali sono le se- 
guenti: 

I = Due quantità eguali ad una terza, sono eguali fra loro; 

2° Due quantità uguali, a ce fuselli le o diminuite entrambe 
di una medesima quantità, danno risultamene' eguali; 

3° La differenza dì due quantità non si altera accreseen 
dole 0 diminuendole unli'amhe della stessa quantità; 

ì a Due quantità eguali, moltiplicate o divise per lo stesso 
numero, danno prudutli o quozienti eguali ; 

5" Un lutto è maggiore di ciascuna delle sue parti; ed è 
eguale alla somma ili tutte queste , tee. 

quale non è per se stessa evidente, ma si deduce da verini note , 
per mezzo di un ragionamento che diecsi dìmostrawne. 

Il Problema è una proposizione, nella quale si propone una 
questione a risolvere. 

Le soluzioni do' problemi di Geometria sono di due ma- 
niere, cioè (Ini fiche o Numeriche. 

Le soluzioni grafiche consistono nel trovare o nel- descri- 
vere, coli' aiuto del compasso e della riga , certe ligure , o linee 
incognite, che hanno una relazione determinata con altre figure , 
o linee dale. 

Le soluzioni geometrico- numeriche consistono nelle appli- 
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«zioni pari ir. n l,i ri (hi principii. o rr-jtnh. "enerali relative nìia mi- 
siif-.i i^ilc ili.Si.-r-'iili spoiiiii ili estensione. 

Il Postulalo è una proposizione contenente uni velila o un 
principio di scienza cosi chiaro, da potersi facilmente ammettere 
sulla semplice dimanda, e sema dimostrazione. 

Le verità dei postulali debbono dunque avvicinarsi, riguardo 
alla loro chiarezza, alla natura di quelle degli assiomi. 

Il Lemma è. una propini/i ini >•. in cui si stabilisce un princi- 
pio , che può talvolta non avere alcuna relazione colle cose già 
(lette, ma clic gioverà per dimostrare le proposizioni seguenti. 

Il Coro/turi" è mia Limti'uiisnui dedolla immediatamente' da 
una o più pvnpn, i/irmj già dimostrate. 

Lo Scolio ìi un'osservazione falla sopra una o più proposi- 



Gosi l'enunciazione di un teorema rpinhmmie si compone ge- 
ueralmenle di due parti distinte, delle (piali la prima si chiama 
ipotesi, ed è una suppo-ìzinne latta snpra un soggetto qualunque ; 

la seconda ù la conclusione, o la conseguenza dell'ipotesi fatta. 

Chiamasi proposizione reciproca, a inversa di un' altra data, 
«nella che si forma rivoltando in senso inverso l'enunciazione di 
(]uesta, cioè prendendo corno ipotesi la conseguenza della pro- 
posta, e conchiudendone come conseguenza l'ipotesi primitiva.' Ma 
è, da notare, a rpicilo mnai do, che supposte vere le proposizioni 
dirette, non sono sempre vere le loro inverse, come si può facil- 
mente vedere nell'assioma 1" qui sopra notalo, il quale, preso in- 
versamente, diventerebbe una proposizione falsa. 
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LIBRO PRIMO 



Dcfiniiioni. 



I. Il Punto è il limile di una linea, o il luogo d'incontro di due 
linee: osso non ha né figura, ne estensione, nò parti , e digerisce 
perciò dagli altri nielli della Geometria, che sono tutti descrii- 
libili e misurabili. Il punto siccome privo di ogni dimensione, 
dee sempre distinguersi dal semini mnlfrialr die ne indica la po 
siiione nello spazio. 

II. La Lìnea e una lunghezza senw larghezza. I limiti della 
linea sono i due punti, in eui finisco. La linea può essere retta 
o curva. 

III. La linea retta è quella die scoria il più corto cammino tra 
due punti. È manifesto che tra due punti può sempre tirarsi una 
linea retta; che può tirarsene una sola, essendo un solo il cam- 
mino più corto tra ossi; e che può anche intendersi prolungala da 
ambe le parti indefinitamente. Tulle le linee rette soprapposte 
le une alle altre coincidono perle Ita in ente insieme, e formano 
cosi una sola linea. Perchè abbia luogo questa coincidènza in 
tutta la loro estrusioni* iir/f/iii'/n, baste che abbiano due punti 
comuni: dal che s'inferisce: !° che due punti determinano com- 
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piutamcnle la posizione di una reità; 9° che due rette distinto non 
possono avere che un solo punto comune. 

IV. Qualunque linea, die non é retta , uè composta da linee 
rette , dicesi curva. Tra due punii può condursi un' infinità di 
lince curve diverse. Cosi AB (fig. 1) è una linea retta; AEB c 
ADR sono linee curve. 



V. Superficie è un'estensione in lunghezza e larghezza senza 
profondità. I limiti della superficie sono le linee in cui finisco. 
La più semplice di lutto le superfìcie i- la superficie piana, che 
diecsi anche seinplicomonto Piano. 

VI. Il Piano i quella superficie su cui può adattarsi in tutti i -* 
versi una linea rotta. I T n piano. r|ii;iii!.<nv;!jii terminata, può con- 
cepirsi esteso al di là de' suoi limiti indefinitamente. 

Vii. Ogni siipei iìni' die non sia piana, nò composta di superfi- 
cie piano , chiamasi superficie curva. Tutti i piani sono della 
slessa natura, e possono soprapporsi e coincidere insieme ; ma le 
superficie curve variano all'infinito. 

Vili. Solida, ii roi'po isometrica. ,'• iiilte ciù che riunisce le tre 
dimensioni dell'estensione. 

IX. Chiamasi an'jv/o !;i superficie piana indefinita compresa fra 
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duo rette AB, AC (Og. 3) che s'inconlrano in un punto A. Il 
punto d'incontro A è il vertice dell'angolo; e le due rette AB, 
AC ne sono ì lati. U grandezza dell'angolo non dipende dalla 
lunghezza dei lali, t ma dalla maggiore o minore apertura di essi. 



L'angolo si nomina ordinariamente con tre lettere BAC, o 
CAB, mettendo però sempre la .lettera scritta sul vertice tra- 
mezzo alle altre due. SÌ può anche enunciare un angolo colla 
sola lettera del vertice, purché non vi siano due o più angoli, che 
abbiano il vertice nello slesso punto, 

È chiaro che due angoli suino eguali, quando i due lati di 
uno di questi angoli potino sovriipiiui-i ;i quelli dell' altro angolo. 

X. Quando una iella AB (lig. 3) incontra un' altra ralla CD in 
maniera che gli angoli c ontigui n adibenti 11 AC, BAD siano eguali 



Fig. t. 



C 
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Ira loro, la retta AB dicesi jirrpaulirnhnr sanila CD; e ciascuno 
dei due angoli eguali BAC, o BAD chiamasi angolo retto. 



Da questa definizione risulla chiaramente: 1° clic la perpen- 
dicolare non pende né da una parte uè dall'altra della ralla sulla 
quale insiste; '1' clic tulli .'indoli relti sono eguali fra loro; 
giacché soprappoMi ^li uni j^li .ilhi riinaitoni lulli perfetta- 

I-' angolo retto csiendo sempre di una medesima e detenni 
nata grandeiw, può servire ?ome termine di parajoii», n rome 
unità aia/alare, alla quale si p issor.o riferire tulli gli altri angoli 
per la loro valutasene. 

XI. Quando poi una retta ABflìg 1) cadendo *u|irj di un'ilira 
CD, fa con questa i due angoli adiacenti BAC , BAD disuguali 
fra loro, allora la retta AB diecsi i.i!)lii|ii!i .'il!n retta CD. L' an- 
golo BAC, maggioro del rotto, chiamasi angolo ottuso, a l'angolo 
BAD, minore del retto, dicesi annota mulo. 



XII. Due rette AB, CD (%. ■'>! diconsì fiardtcte, quando sono 

[■•■-le il iif. J." -ini-i f.'H.", ■ (.r..lp"ih'il. in.JrliniWOl-M.! .1) 

ambe le parli non possono inai incontrarsi. 




Pig.5. 
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XIII. Un piano chiuso tutto all'intorno da una o più linee , di- 
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cesi ji'jurn pinna. La somma ili tutte le linee, che rinchiudono la 
figura, chiamasi il Perìmetro, o contorno lidia figura. 

Una figura è o rcuiiiiicti, u currilìnea, o mistìlinea, secondo 
die le linee die la comprendono, sono a tutte rette, o tutte 
curve, o parie rette e parte curve. 

Lo figure rettilinee diconsi l'oniuneinenle /'n%oni, e le lineo 
rette del loro perimetro cliianiansi lati del poligono. 

XIV. Si chiama pnliifitio txmvmsn quello elio ha lutti Ì suoi 
angoli coi vertici sporgenti in fuori, e col l'apertura rivolta verso 
l'interno del poligono. Onesti angoli si eliiamauo ia/jlirittì, per 
Hii-ling:]!!!'!! dagli annuii rkiitrunti, clic sono posti in senso con- 
trario, cioè hanno il loro vertice verso l'interno del poligono, e 
l'aperliir;! rivolta al di fuori. Sella parti; dove vi sono angoli nc-n- 



periinelro mei può e.., 'ir taiilialc in più ili dii:' pillili da una 
reità diverga dai lati dui pulirono; oppure olle nn lato qualunque 

prolungato indefinitamente, non può mai incontrare il resto del 



tre lati, che cfl 
Il poligi 



lunque quello di 



Questa nomenclatura non si estendo al di là del Decagono; 
con tutto ciò si ilice aurora /W<-™y<jii» il poligono di \-ì lati e 
Pentcdccagono quello di 15. 
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XVI. I triangoli distinguonsi rispetto ai lati e rispetto agli 

Per rispetto ai lati, chiamasi triangolo ei/vilaten quello elle 
Ita tutti Ire i lati h-ltiliIì (lìg. 0) ; triangolo imeek, quello che 
ha due lati eguali (fig. 7); e triangolo scaleno, quello che ha 
tutti tre i lati diseguali (fig. 8). 



% li. Fig. 7. %. 8. 




Rispetto agli angoli, chiamasi triangolo rettangolo, quello 
che ha un angolo cello; tri'ingnli: iittituinijolu. quello che ha un 
angolo Ottuso ; e triangolo acutangolo , quello che ha tutti tre 
gli angoli acuti. 

Nel triangolo rettangolo , il Iato opposto all' angolo retto 
chiamasi Ipotenusa , ed i due lati, che comprendono I' angolo 
rollo, diconsi Cateti. Cosi ABC (lìg. 9) è un triangolo rettangolo 



Fig. 9. 




in A; il laLo BC ne è ì'ipotenuta, e gli altri due lati AB, AC 
sono i due cateti. 



il 

XVII. [ quadrilateri -i distinguono in Quadrati , Rettangoli , 
Rombi, Romboidi e Trapezi. 

Il Quadrato è un quadrilatero che ha tulli i lati eguali e 
gli angoli retti (fig. 10). 



Fij. 10. 



Il Bettangolo ha miti gli angoli retti . senza avere tutti i 
lati eguali (fig. H). 




a 

Romboide ha solamente i lati opposti eguali, gli angoli 
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opposti eguali, senza essere né equilatero, nè rettangolo (fig. 13). 



Fig. 13. 




Queste quotilo spivie !i ijsiculrilatcri diconsi generalmente 
parallelogrammi; perchè , come si vedrà a suo luogo, hanno i 
lati oppusli paralleli fra loro. 

Il trapezio ì- uh ipu'h'iLli'i'ii i|iidluiii|ii<- diverso dai quattro 
procedenti. D'ordinario però si chiama trapezio soltanto il qua- 
drilatero che ha due lati soli paralleli (fig. 14). 



XVIII. Diagonale è una retta tirata dentro di un poligono 
tra i vertici di due angoli non adiacenti ad uno stesso lato. 
Così nella hg. '13 AC, I1D sono due diagonali. 

È chiaro clic il triangolo non può avere diagonali. 

Nel quadrilatero se ne possono tirar due , che si tagliano 
sc.ìiidiit'vulniciili' ilig. "!">).■ 



In un poligono qualunque com-csso in tutto il suo contorno, 



Fig. U. 




Fig. IS. 




Incendo partire le diagonali (ulte ria uno stesso angolo, il loro 
numero 6 eguale a quello dei lali , diminuito di tre unità ; e 
queste diagonali dividono il polìgono in taoti triangoli, quanti 
sono i lati, meno due. 

Ed in generale, si: un poligono qualunque, comi? itig. 16) 

%. /e. 



t eguale al numero dei lati del poligono, meno due. Infoili so 
si distaccano gli uni dagli altri i triangoli ABC , ACG ecc ; e 
si ricompone poscia coi medesimi il poligono ABCDEFG met- 
tendo successivamente ACG accanto ad ABG , CGD accanta al 
poligono ABCG, ecc.; si avrà una serie di poligoni ABC, ABCG, 
ABCDG , ABGDEFG, per ciascuno dei quali la proposizione è 
vera, perchè aggiungendo ail un poligono un triangolo, ii quale 
abbia un lato comune col medesimo, si aumenta di un'unità 
cosi il numero dei triangoli come quello dei lati del poligono. 
XIX. Il circolo {(ìg. 17) fi una figura piana terminala da 

% 17. ■ 




die si cliiaina circonferenza o periferia. 
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e che ha tutti i suoi punti egualmente distanti da un punto in- 
terno C, che si chiama il centro. 

Per farsi un'idea chiara della lunghezza della circonferenza 
dì un circolo , bisogna intenderla tagliala in un qualche suo 

Qualunque retta, come Cs, CE, CD ecc., tirata dal centro 
C alla circonferenza , dicesi raggio del cìrcolo; o qualunque 
retta, come AB, che passa pel contro, ed è terminala d'ambe 
le parli dalla circonferenza, chiamasi diametro del circolo. 

Dalla deli dizione del circolo risulta chiaramente: 
1° Che tutti i raggi di uno stesso circolo sono eguali 
Ira loro. 

2" Che tulli i diametri sono anche eguali, e doppi del 

raggia. 

3° Che due timoniere nze descritte da centri diversi, ma 
collo Messo raggio, sono eguali. Perchè immaginando impor- 



tuni i raggi dell'una non sarebbero eguali a tulti i raggi del- 
l'altra. 

4' Clio dato un centro sopra di un piano, e data la 
lunghino del raggio. >\ putrà col compasso, e con altro stru- 
mento che ne faccia le veci, .facilmente descrivere una circon- 
ferenza di circolo, la quale passerà per Inlli i punii del piano, 
la cui distanza dal cenlro è eguale al raggio dalo. 

Una parte qualunque della circonferenza, come FHG , 
thiama.-i arco di circolo; e la retta F(i, che unisce le due 
estremità dell'arco FHG, dicesi corda del medesimo. 

Un arco eguale al quarto della circonferenza prendo il 
nome di quadrante. 

Si noli che una corda qualunque FG corrisponde sempre 
a due archi FtiG , ed FEDG, i quali presi insieme formano 
una circonferenza intiera. Quando una corda passa pel centro, 
essa diventa un diametro. 



I 
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Proposizione I. — Teorema. 

Qualunque mia CO (fig. 18) che ne incontri un'altra AB, 
fa con essa due angoli adiacenti ACD, BCD, la cui somma 
eguaglia due ungali retti. 



Fig. fi. 



Di 



la somma dei due angoli ACD, BCD e eguale a due angoli 

Corollario 1°. Se uno dei due angoli ACD, BCD è retto , 
anche l'altro debb'esserlo ; e la iella CD sarà in questo caso 
perpendicolare alla AB. 

Corollario 1\ Tutti gli angoli consecutivi che si possono 
fare dalla slessa parie di una rotta AI! , col vortice comune 
in C, presi insieme equivalgono a due angoli retti; perchè la 
loro summa é sempre eguale a quella dei due angoli ACD, BCD. 
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Proposizioni; II. — Teorema. 

Se due angoli adiacenti ACD, DCB presi insieme eguagliano 
due angoli reni, £ dm Imi non comuni AC, CB formeranno una 
sola linea reità (%. 19). 



Fig. 19. 

D 

a~~~ "c^-C^ a 

E 



Dimostrazione. Se AC , e CB non formassero una 
linea rella prolungando AC verso B, la parie prolungata 
(Irebbe fuori di CB , per esempio in CE, e sarebbe ACE 
linea reità; dunque la somma degli angoli ACD, DCE sarf 
eguale a duo angoli reni (prop. 1). Ma, por ipotesi, la son 
degli angoli ACD, DCB e anche efiuale a duo relli; dur 




Proposizione NI. — Teorema. 



Due rette Ali, DE, che si tagliano, fanno gli inujoli op- 
posti ni ir ri ir e n/ii-ili Irti faro (tìg. '20). 



Dimostrazione. infoiti la somma dei due angoli adiacenti 
DCA, ACE 6 eguale a line retti (prop. 1); similmente la somma 
dei due angoli ACE e I3CE è andia egiiiilu j duo retti ; dunque 
queste duo somme sono eguali Ira loro (ass. 1); levando da 
ciaseuna di esse l'angolo comune ACE , rimarrà l'angolo DCA 
eguale al suo opposto IÌCE. 

Si dimostrerebbe medesimamente clie l'angolo ACE è c- 
guale al suo opposto BCD. 

Corollario i". I quattro angoli l'atti da due retto, clic si 
tagliano, equivalgono a quattro angoli retti. 

Corollario 2°. In generalo tulli gli angoli, die si possono 
formare intorno ad un punto coti un numero qualsivoglia di 
rotte tirale dallo slesso punto in uno slesso piano, equivalgono 
sempre a quattro retti: 



Iti ogni triangolo ciascun lato è minore della somma degli 
altri dite (flg. 21). 

Dimostrazione. Ciò è palese dall'esseri! ciascun lato una 
linea rolla, che è |a pii'i breve die si possa tirare Ira due punti 
(del". 3): dunque DA, per esempio, è minore di DC più CA. 



Fig. SO. 




Pno POS [zio su IV. 



Teoreta ii. 
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Proposizione V. — Teorema. 

Se ila un patii» tpinhuvpiì'. 0 fretti dentro di un triangolo 
ABC, si (iraw? estremità di un lato BC /e rette OB, OC, 
/n tomaia di queste due rette sarà minore di natila degli altri 
due tati AB, AC (fig. 91). 



fiff. a». 




Diinostra-.ianc. Si prolunghi BO fino in D: nel triangolo 
BDA il lato BD sarà minore ili BA-t-AD (prop. 4); aggiun- 
gendo ad ambe le parli DC, risulterà 

BD+DC<BA + AC; 

similmente nel triangolo ODC il Iato OC è minore di OD più 
DC; ed aggiiignendu BO da ambe le parti si avrà 

BO+OC<BD+DC; 

ma si è già dimostralo essere BD-t-DC <BA-+-AC, dunque con 
più di ragione sari BO-(-0C <BÀ + AC. 



Phoposkione VI. — Teorema. 



Due triangoli sono eguali, quando homo un ampio eguale 
compreso Ira due Itili rispeuirtinieiite eguali ciascuno a cia- 
scuno (lìg. 22). 

Sia l'angolo A eguali: all'angolo D, il lato AB eguale al 
lato UE, ed il lato AC eguale a DI'": i .lue triangoli ABC, DEF 
saranno eguali In iutle le loro parti. 



Fig. £2. 




bìuiastraiìuM. Supiiou^isi 'il triangolo ))EF sovrapposto al 
trininolo AltC ili mudo che il L'ito DE ernia sopra il suo eguale 
AB, il ponto D in A, ed il punto E in B: l'angolo I) essendo, 
per ipotesi, eguale all'angolo A, il lato DF cadrà necessaria- 
mente .sol lato AC, ed essendo quieti dui; Lili eguali tra ili loro, 
il punto F cadrà in C, ed il terzo lato EF cadrà necessaria- 
mente sul lato BC; perchè tra due punti B e C si poò tirare 
una sola linea retta; dunque i due triangoli coincideranno in 
[ulte le loro parti; essi sono dunque eguali. 

Piìoposizidme VII. — Teorema. 

Due trial/gali munì njiinli //imitilo limino un luto eguale adia- 
cente a due nugoli r^iiettieniitenk- et) nuli (lig. 

Sia il luto BC eguale al lato EF, l'angolo B eguale all'an- 
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gnlo E, e l'angolo C eguale all'angolo F ; il friangolo ABC sarà 
eguale al triangolo DEI 7 . 

Dimostrazione. Sovrappiù i.m-ì il triaiifinlu DEF al triangolo 
ABC in maniera, che il Imo EF cada sopra il suo eguale BC, 
il punto E in B ed il punto F in C; l'angolo E essendo eguale 
all'angolo B, il lato ED cadrà sul lato BA, o l'angolo F essendo 
eguale all'angolo C, il lato FD cadrà sul lato CA; dunque il 
punto D comune ai due lati ED, FD dovendo cadere nello slesso 
tempo sopra le due rette BA, CA, cadrà necessaria mente sulla 
loro intersezione in A ; dunque i due triangoli coincideranno e 
saranno perciò eguali. 

PnoposizioNE Vili. — Teoremi. 

Se due triangoli limimi un nugolo disegnale compreso tra 
due luti rispettivamente eguali, il terzo lato opposto ni maggiore 
angolo sarà maggiore del terzo lato opposto all'angolo minore, 
(Cg. 28). 

Sia nei due triangoli ABC, DEF l'angolo A>D; il lato 
AB=DE, ed il lato AC— DF; dico clic il terzo lato BC opposlo 
all'angolo A sarà maggiore del terzo lato EF opposlo all'angolo D. 

Fig. SS. 




Dimostrazione. S'intenda il triangolo DEF soprapposto al 
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triangolo ABC, di modo che il lato DE cada sopra il suo eguale 
AB; l'angolo D essendo minore dell'angolo A, il lato DI" cadrà 
dentro l'angolo BAC nella direzione AI per esempio, ed il 
punto F potrà, secondo i dilIVnuili casi, cadere, o dentro il 
triangolo BAC in G, o sopra il lalo 11C in H, o fuori del trian- 
golo in L 

Primo caso. Quando il punto F cade in G, il triangolo 
DEF è rappresentalo dal triangolo ABG, ed il lato EF dal Iato 
BG: ciò posto, si ha la somma dei lati BC + CA> BG-t-GA 
(prop. 5); levando da una parte CA, e dall'altra GA, die sono 
eguali tra loro, perchè amendue eguali a DF, rimarrà BC> BG, 
ossia BC>EF. 

Secondo caso. Quando il punto F rade in 11, il triangolo 
DEF è rappresentalo dal triangolo ABI), ed il lalo EF da BH; 
in questo caso si vede subito BC>BH; dunque sarà anche 
BC>EF. 

Terzo casti. Quando il punto F cade in [, il triangolo 
DEF è rappresentalo dal triangolo ABI, ed il lato EF dal 
Iato HI. 

Nel triangolo BHI si ha (prop. 4): 
BH+BI>BI 
e nel triangolo AHC si ha similmente 
HC + IIA>AC; 

sommando insieme i primi membri di queste duo ineguaglianze, 
ed i secondi membri parimente insieme, risulterà 

BC-t-ÀI>BI+AC; 

e levando dnlla prima somm^ AI, e dalla seconda AC, che 
sono eguali tra loro, resterà BC>BI, ossia BC> EF. 

Scotio. La proposizione inversa ha egualmente luogo: cioè 



Digifized by Gihjgif' 



23 

grande dell'angolo opposto al lercio liilo minore, lucili so l'an- 
golo BAC, opposto al lato maggioro TIC, fosse minore Hi EDF 
opposto al lato minore EF, sarebbe puro (dim. ani.) BC<EF, 
cip che è contro l'ipotesi; o so fosse BAC=EDF, sarebbe BC~EF 
(prop. 6), il che 6 pure contro l'ipotesi. 

PiiorosiziONE IX. — Teorema. 

Due triangoli sono eguali quando hanno i loro tre lati 

rifilili riitsnmo a citscime (fig. 24). 
Sia il lato AB=;DE, AC=DF, e BCrrEF; dico che sarà 
l'angolo A=D, B=E, C=F. 



Fig. 




Dimostrazione. 5? l'angolo A fosse infioro o minore del- 
l'angolo D, seguirebbe dal teorema precedente che il lato BC 
sarebbe maggiore o minore del lato EF; il che sarebbe contro 
l'ipotesi; l'angolo A non potendo essere ne maggiore, ne mi- 
nore dell'angolo D, sarà por conseguenza A=D. 

Si dimostra medesimamente clic l'angolo B— E, e C=F. 

Scolio. Dai tre teoremi precedei] ii. relativi all'eguaglianza 
de'triangoli, si può concìiiudere che un triangolo è pienamente 
detcrminato quando si conoscono due lati e l'angolo compreso 
fra essi; o un lato e duo angoli adiacenti a questo lato; op- 
pure si conoscono i suoi tre lati. 

Si può ancora osservare che, in due triangoli eguali, gli angoli 
eguali fra loro sono sempre opposti a lati eguali, e viceversa. 
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PROFOSiao'HE X. — Problema. 



ni ramp.s,o presa ad arbitra, dai tali AB, AC si taglino le 
parti AO, AE eguali tra loro; quindi dai punti D ad E nome 
centri, e con un medesimo ra""in in;i"eioee dell'i in, té d'I! 
distanza II E , si descrivano dii'e arridane si filino ' 
qualche punto F; dal vertice A al punto Fidisi la retta AF; 
essa dividerà l'angolo BAC in due parti eguali. 

Intani i due triangoli ADF, AEF avendo il blu AD— AE, 
d lato DF — EF, ed il lato AF comune, avrà uno l'angolo IUF=EAF 
'raZJ'' '*"•* ** BAC * «*. per meuo dalla 




Blf e rte C ' Si» mete 

»A e CAI dell angolo p,op„„„ BAC, esso ,1 dividerà in 
u ,r. p,rt, e s „ali ; e col me,» di s „dd„i sio „i s „eoe,.i,e potrà 
ancno divider,, ,„ olio, in sedici ecc. parti eguali. 



Proposizione XI. — Problema. 

Dividere ima data retta AB ih due parti eguati (lig. 26). 

Risoluzione. Dalle ilue estremila A e B come centri, con 
uno slesso raggio maggiore della melà di AB, descrivansi due 
archi, che si seghino isi C: siuiiliut-ntt (Ì;il'Iì slessi centri A e B 
descrivansi due altri ardii, clic si seghino al ili sotto della rella 
AB in E; tra i due punii C ed E tirisi la retta CE; questa 
dividerà la retta data AB in due parli eguali. 




Infatti nei due triangoli CAE, CBE essendo CA=CB . 
AE=BE, ed il lato CE comune, l'angolo ACD sarà eguale al- 
l'angolo BCD. Ora i due triangoli ADC, BDC avendo l'angolo 
ACD=BCD, il lato AC=BC, ed il lato CD comune, avranno 
puro il lato ADzrDB (prop. 6); dunque la retta AB è divisa 
per mezzo in D. 
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Pnoposmo.M; XII, — Problema. 



Da un ponto C dato sopra una 

fHWdiealnre il ijua/ta ivli'i (lig, 37). 



AB innalzare una per- 



Pig. 87. 



/ 



/ 



/ 




A- 



lìisoì azione. Premiatisi sulla rolla AB, a destra ed a sinistra 
del punto C, due parli eguali CE=CiD; indi dai punti D ed E 
come centri, e con uno stesso raggio descrivansi due ardii, 
che si seghino in F; tirisi la itila CF, questa sarà perpendi- 
colare alla retta AB. 

Perche ne' triangoli DFC, EFC essendo CD-CE, DF— F,F, 
e CF comune, l'angolo DCF sarà eguale al suo adiacente ECF; 
dunque la retta CF sari perpendicolare alla retta- AB (def. 10). 

Scolio. È chiaro clie da un punto preso sopra una rena 
non si può aliare che una sola perpendicolare alla data retta. 



Da un punto C dato fuori duna retta AB, abbassare ma 
perpendicolare sopra questa retta (lìg. 28). 

Risoluzione. Dal punto dalo C come centro, e con fb 
raggio preso ad arbitrio, ma perù bastantemente grande, de- 



Pboposiiione XIII. — Problema. 
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scrivasi un arco che set-hi ìa retta AB in lìue plinti G, È; indi 
si operi come per dividere la GE per mezio (prop. H); la retta 
CD, tirata dal punto C sul mezzo iti GE, sarà perpendicolare alla 
retta AB. 

Perciocché essendo GD~DE, CG= CE c CD comune, sarà 
l'angolo GDC=EDC. 




Scolio. Da un punto dato fuori di una reità non si può 
abbassare che una sola perpendicolare a questa retta. 

Infatti so CD, CE (fig. 211) fossero ambedue perpendicolari 



FSj. SD. 




sulla AB, prolungando una di esse CD, per esempio, di una 
quantità DF=CD, o tirando EF, i due triangoli DCE, DFE sa- 
rebbero eguali (prop. 6): dunque l'angolo DEC— DEF: ma DEC 
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essendo retto per ipotesi, anche DEF sarebbe rollo; per con- 
seguenza !a linea CEF sarebbe rella fprop. 2), e si potrebbe 
allora tra i due punti C, F tirare due lince rette, il che è im- 
possibile. 

Proposizione XIV, — Problema. 

Dnie le lunghezze A, B, C dei ire lati di un triangolo, 
descrivere il triangolo (fig. 80). 




Risoluzione. Si prenda DE egusle al lato A; dal punto D 
come centro, e con un raggio eguale al secondo lato B descri- 
vasi una circonferenza FH, o solamente un arco; poi dal punto E 
come centro, non un raggio eguale al terzo lato C descrivasi 
un'altra circonferenza FG, o meglio un arco che incontri il 
primo; finalmente dal punto F dove le due circonferenze, 0 i due 
ardii si segano, tirinsi le rette FD, FE; DEF sarà il triangolo 
iman' nto, pnidiu dnda co;iru7Ìone IMU risulta manifestamente 
DE=A, DF— li, EF = C. 

Scolio. Perchè con ire rette date possa costruirsi un trian- 
golo, è necessario che una qualunque delle tre sia minore della 
somma delle due restanti; la quale condizione sarà adempiuta se 
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la maggiore sìa minore (lolla somma dellcal ire duo; poiché, come 
si b reduio (prop. 4), il triangolo non può sussistere senza questa 
condizione. 

Proposizione XV. — Problema. 

In un punì» A, dalo sopr.i «mi vetta AB, formare un angolo 
eguale ad un angola dato K (fìg. 31). 

% SI. 

■■A 



preso ad arbitrio descrivasi un arco El'' che chiuda l'angolo dato 
K; indi dal centro A, ni! raggio AB~KE, descrivasi un arco in- 
definito lì':: i' d;d punto lì come centro, con un raggio eguali; 
alla corda EF si tagli l'arco indefinito in C; si tiri la retta AC, 
l'angolo BAC sarà eguale all'angolo dalo K. 

Poicliè i triangoli KEF, ABiI avendo per costruzione i tre 
lati rispettivamente eguali, avranno pure l'angolo A=K. 

Scolio. Con io stesso mezzo si risolveranno i due problemi 

1". Dati due lati ili un truii/golu e l'angolo compreso da 
questi lati, descrivere il triangolo. 

2». Dato un la/o di mi triangolo coi due angoli adiacenti 
a questo lato, eostrurre il triangolo. 

Per risolvere il primo basterà l'ormare un angolo eguale 
all'angolo dalo, prendere sui lati di quest'angolo due parli (cioè 
una per lato) rispettiva mente eguali ai due iati dati, e unire 
con una cella le due estremila di queste parti. 
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Per risolvere il secondo problema, si prenderà una relia 
eguale al lalo dato, ed alle due estremila ili questa reità si 
formeranno due angoli rispettive mente eguali ai duo angoli dati. 

Proposizione XVI. — Teorema. -y 

Nel triangolo isoscele, i due angoli opposti ai /ali eguali, 
sono anche eguali (fig. 3-2). 

Nel triangolo ABC se il lato AB— AC, dico che sarà l'an- 
golo C=B. 



%. SS. 




Dimostrazione. Dal vertice A tirisi la retta AD sul mezza 
della base BC; i due triangoli A DB. ADC avranno i tre lati 
rispettivamente eguali, cioè AD comune, Al!— AC per ipotesi, 
e BD—DC per costruitone: dunque l'angolo B sarà eguale 1 
all'angolo C (prop. 9). 

Corollario. Un triangoli) ei|iiilatui'u è anche equiangolo: 
jioidu': essi) ('■ isosceli' sopra ciascuno dei tre lati. 

Scolio. Dall'eguaglianza dei due triangoli ABD, AGI) si de- 
duce iiH'des imamente e li e l'angolo HAIt^CAD, e che l'angolo 
BDA—CDA; dunque questi due ultimi sono retti. Quindi de- 
rivano manifestamente [e rons.egutnzo seguenti: 

1° La retta tirala dal vertice di un triangolo isoscele 
sul mezio della base, è perpendicolare alla base, e divide per 
mezzo l'angolo del vertice. 
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2", La perpendicolari; abbacata dai vertice di un trian- 
golo isoscele sopra la base, divide per mczio la buse, e l'an- 
golo del vertice; e la perpendicolare innalzata sul meno della 

Qualsivoglia plinto C o F dalla perpendicolare CD 
innalzata sul mezzo di una rolla AB (fìg. 33| è equidistante 
dallo duo estremiti A o B di questa retta, perdio la perpen- 
dicolare DC passa pei vertici di tulti'i triangoli isosceli ohe 
possono l'ormarsi sulla rolla AB presa per base. E qualunque 
punto G preso fuori della perpendicolare PC sarà inegualmente 
disiamo dalle due estremità A -e )!; perchè il punto G non può 
essere vertice di un triangolo isoscele fallo sullo basi' AB; 
infatti tirando le rette GA, GB, e FB, si avrà GB<BF+FG, 
ed essendo BFrrAF , risulterà GB <AG. 




perpendicolare, esso saranno eguali fra loro. 

f) 0 line triangoli rettangoli sono eguali allorché hanno 
l'ipotcnusa ed un Mieto rìspcitnaiitcnle eguali. Porche dispo- 
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nendo i duo triangoli, come A CD e BCD della fig. 33, cioè in 
modo che i due cateti eguali coincidano insieme in un cateto 
comune CO, ed i due angoli retti ADC e BDC siano adiacenti, 
allora i due altri raicti DA, DI) formeranno una sola linea 
retta, alla quale il cateto comune CI) sarà perpendicolare; e 
le due ipotenuse AC, BC essendo due oblique eguali saranno 
l'quiiìi-lauLi dalla [KTpi.'u.licolare CD; opperò sarà DA=DB. 
Dunque, ecc. 

Opposti U quali tanjvìì fin-mtruj pur,: iyirilì. l'd il triangolo sarà 
ixi'ttrli' [iì%. 34). 

Nel triangolo ABC sia l'angolo B:=C: dico clic il lato AC 
sarà eguale al lato AB. 




Dimostratone. Se i lati AB, AC l'ossero diseguali, e l'osse 
p. e. AB> AC , allora prendendo BD=AC, e tirando la retta 
CD, i due triangoli I>BC e ACB avrebbero l'angolo B=C per 
ipolesi, ed i lati BD, BC rispetti va mente eguali ai lati AC, CB; 
dunque il triangolo DBC sarebbe eguale al triangolo ACB 
(prop. 6), lo che è assurdo. Dunque i lati AB, AC sono eguali. 

Corollario. Un triangolo equiangolo è anche equilatero. 
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Pi'.oiwizioNE XVIII.— Teorema. 



Su due annali di un iriangidn s.-<w di^ijit'ili, i lati appasti 
sono parimente dist-guitli, ed -il M/i-ji/i,)- augniti sii opposlo >l lato 
maggiore; e viceversa so due iati san disegnali, gii angoli opposti 
saranno anche disegnali, ad al htin miiggiurt' starà opposto t'tm-, 
gola maggiore. 

Dimostrazione. \" Ne! triangolo ACB (fig. 35) sia l'angolo 
C>B, il lato AD opposto .ili' angolo C sani maggiore del lato 
AC opposto all'angolo 1!. 

Infetti facendo l'angolo BCD=:B, sarà CD=DB (prop. 17); 
ma la somma CD+BA e maggiore di AC; dunque sostituendo 
BD al suo eguale CD, sarà BU-hDA ossia il lato AB maggiore 
di AC. 



2° Sia il lato AJfc>AC; dico clie l'angolo C opposlo al 
lato AD sarà maggio rendei l'angolo B, opposto al iato AC. 

Perciocché se l'angolo C fosse minore di B, il lato AB 
sarebbe pure minore di AC (dimoslr. prec.), il che è conlro 
l'ipotesi; e se fosse C=B, ne seguirebbe AB— AC (prop. 17); 
ciò che e anche contro l'ipoleà Dunque l'iiugolo C sarA mag- 
giore di B. 
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Proposizione XIX— Teorema. 



In ogni triangolo ABC prolungando qualsivoglia lato p. c. 
BC in Ti, l'angolo esterno ACD è sempre maggiore di ciascuna 
de due interni A, e B non adiacenti all'esterno (fig. 30). 



Dinios/razìmie. Dividasi il lato AC per mutiti in E, e ti- 
rala la BE, si proludili in F ili modo che sia EF=BE , e 
tirisi la retta CF; nei due triangoli AEB, CEF l'angoio AEBzr CEF 
(prap. 3), e, per costruzione, il lato BE^EF, ed il lato AE=EC; 
dunque (prop. C) sari l'angolo ECF^EAB; e per conseguenza 
l'angolo ACD visiliilincntc malore di ECF, sarà pure mag- 
giore di EA15. 

Prolungando AC in G, dividendo il lato BC per mezzo in 
li, e compiendo la slessa costruzione precedente, si dimostra 
m eilesi ma mente che l'angolo BC6 ossia il suo eguale ACD ti 
maggiore dell'angolo AHC. Dunque l'angolo esterno ACD 6 
maggiore dì ciascuno rìe'duc n !i y ril i iiUerni non adiacenti A e 1!. 

Corollario. 1° Segue dalla proposizione precedenti) che due 
3nguli di un triangolo presi insieme sono sempre minori di 
due angoli retti; poiché un angolo interno qualunque col suo 
adiacente esterno tacendo sempre duo retti, il primo di questi 
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con uno de' due rimanenti interni faranno meno di due retti; 
giacche ciascuno de' due rimanenti interni e minore nell'esterno. 

Si fa anche manifesto, clic ninn triangolo non può avere 
più che un solo angolo rcllo, nò più che un solo angolo ottuso. 

Corollario 2°. Di qui e dalla proposizione 18' si scorge 
ancora: 

ì- Glie la perpendicolare CD (%. 37) è più corta di 
qualunque obliqua CA tirala dallo stesso punto C sopra la stessa 
retta AB; poiché nel (riangolo ÀCD la perpendicolare CD è 
opposta ad un angolo acuto CAD, e l'obliqua CA è opposta 
all'angolo retto CD A. Dunque (prop. 18) CD<CA. 



2" Che tra due oblique CA , CE la più distante dalla 
perpendicolare è la più lim^';i; puii'ln': uni tri, ingoio CAE l'obliqua 
più distante CE è opposta ad un angolo ottuso EAC, mentre 
CAò opposla ad un angolo acuto CEA; dunque sarà CE>CA. 

Queste due ultime proprietà della peroni il icn lare r. delle 
oblique tirate da uno slesso punto sopra una medesima retta, 
possono anche dimostrarsi /iella maniera seguente: 

Prolungando la perpendicolare CD in II, dì modo che sia 
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DII— CD, e tirando le rette AH, EH, sani ma ni fola metile 
AH=CA, ed EU=CE; ciò poslo, nel triangolo CAH il lato CU 
è minore di CA-t-AII; dunque la perpendicolare CD, mola di 
CU, sari minore dell'obliqua C.\ mela ili CA-t-AH. 

E nel triangolo CEH si avrà CE-t-EII>CA+AU (prop. 5). 
Dunque CE, mela di CE+E1I, sarà maggiore (ii CA mela di 
CA+AH. 

Quindi si deduce, elie non possono darsi due oblique 
eguali Jj[|a slessa parie della perpendicolare ; e clic da un 
punto ad una rolla non possono tirarsi ire n'Ite eguali. 

La perpendicolare essendo la linea più breve elio possa 
tirarsi da un punto ad una retta, essa sarà la vera misura della 
distanza del punto dalla retla. 



Quando due rette AB, CD (lig. SS), parallele e concorrenti, 
sono tagliate da mia. lena retta EP, che si chiama segante o 
trasversale, ne risultanti intorno ni punti d'intersezione 0, fi olio 



zinne rìtjutirdo trflr dite rette ttif/intti; ed iilhi H'^inle j;F. 



Cosi I". / due angoli BGO, IJOfi posti ulteriormente, e 



Proposizione XX. — Lemma. 
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dalla stessa parte della segante, chiamanti interni dalla stessa 
parte. 

2". Gli angoli BGE, DOF som falerni dalla slessa parie. 

3°. / duo angoli interni AGO, DOG oppure COG, BGO 
(posti uno da una parta e l'altro dall'altra della segante, sema 
essere adiacenti) si chiamano alterni intorni; e gli angoli A Gli, 

4°. Finalmente gli angoli COG, A Gli o DOG, UGli posti 
dalla stessa </W/'f argante, uno interno e l'altra esterno, 

eoiroprrtn.rn rivolta nello stessa reno, dvanai nugoli interni esterni 
opposti, » www, ;w bmit'i. rmg!)li r- u rispoudcnli. 

Poste le denomina/ioni pree-Mlciili , si vedrà facilmente, che 
quando la somma de' due angoli interni dalla stessa parte BGO, 
.LOG eguaglia due angoli retti, gli angoli alterni interni AGO, 
DOG saranno eguali tra loro; perchè aggiungendo a ciascuno 
di questi lo stesso angolo Ii(ì<l si ha ne due ra=i una mede-ima 
somma, cioò due retti. E gli angoli corrispondenti DOG, BGE 
saranno anche eguali tra loro; giao-iin'' lìGE l's.-«iiì1o eguale al 
suo opposto AGO, sarà anche eguale a DOG, qualora sin 
AG 0=00 G. 

Viceversa. Quando gli angoli corri spondei] ti BGE, DOG 
sono eguali, gli angoli alterni interni AGO, DOG sono anche 
eguali, e gli angoli interni dalla stessa parte BGO, DOG egua- 
gliano due angoli retti. 

Dunque la somma degli angoli interni dalla stessa pane 
eguale a due retti; gli angoli alterni interni eguali tra loro; e gli 
angoli corrisponde oli eguali parimente tra loro, sono Ire condi- 
zioni, che non possono mai andar disgiunte; di modo che data 
una qualsivoglia delle tre, risulteranno uCL-e.-saiiameiite le altre due. 
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TnoPosiziONE XXI. — Teorema. 



Se due rette AB, CD fanno colla segante- EF due angoli 
interni dalla stessa- parte UGO, DOG, la cui somma sia eguale 
a due retti, le rette AB, GD saranno parallele (iig. 39). 



Dimostrazione. Se le rette AB, CD prolungale s'irteo ritrassero 
in un punto qualunque R, ne risulterebbe un triangolo RGO, nel 
quale la somma di due angoli sarebbe eguale a due retti ; il che 
é impossìbile (prop. 1D ixir.) Dunque le rette AB, GD non po- 
lendo incontrarsi, saranno parallele (def. 19). 

Scolio. Due rette perpendicolari ad una Ima sono parallele; 
poiché se esse s'inconlrassero si avrebbe un triangolo uon due 
angoli relli, oppure si avrebbero due perpendicolari abbassale da 
uno stesso punto sopra una medesima retta, il che 6 assurdo. 



Se due rette AB. CD fauno con una terza EF gli angoli al- 
terni interni eguali AGO— DOG, ovvero gli angoli corrispondenti 
eguali DOG—BGE. queste due rette saranno parallele (6g. 40). 

Dimostrazione. Inlalti quando o l'uni o l'altra di queste due 



Fig. 39. 




Pnoposmone XXII. — Teorema. 
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condizioni ha luogo, gli angoli interni dalla slessa parte eguagliano 
due retti (prop. 50); dunque (prop. ant.) le rette Ali , CD saranno 
parallele. 



Fi g . io. 




PlìOPOSJZIONE XXIII. — Postulalo. 

Se due rette AB, CD (fig. 41) tagliate da una terza EF, 
[anno eon questa gli angoli interni BGO, DOG do ima parte 
minori, e per ca>ue<jt<titia diilfnliru jmr/r iiunj.jkri di due retti, 
queste due retta prolrnupW. hantuiitemente s'incontreranno dalla 
parte, ove gli angoli interni sono minori di due retti. 



% il. 




Scolio. La verìli'i di i[uesl;i proporzione è incontestabile; etl 
il solo enunciato basta a convincere dell' incontro di due rette, 
ohe sono convergenti da una parte, e divergenti dall'altra. Perciò, 
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fra le vàrie maniere temile da diversi autori nella dotlrina delle 
parallele, si è credulo dover seguire quella di Euclide , che pare 
essere ancora la pi fi facile, ed i^naliiii'iile ri'i/f.fus» che qualunque 
altra siasi cercato ili sostituirvi. 



PttOPOS[zio:<E XXIV. — Teorema. 

So due rette parallele AB, CD (Jìg. 40) sono tagliale da una 
lena rollìi EF, -1" lu ?»:mii<t <Je:/li <iit<pili interni dulia stessa parte 
EGO, DOG 3 eguale a duo retti; 2" gli angoli alterni intenti sono 
eguali fra toro; 3° yli annoti mnis/ìonilaili sono anche eguali 
fra loro. 

Dimostrazione. Se yli anjjuli interni dalla stessa parie BGO, 
DOG presi insieme fossero minori o maggiori di due retti, lo due 
rette Ali, CD s'incontrerebbero (prop. ani.), o non sarebbero più 
parallele, il elio sarebbe contro l'ipotesi; dunque la somma degli 
angoli interni UGO, DOG è eguale a dire retti. 

La seconda e la lena parlo del teorema sono egualmente 
manifeste, e demano come corollari dalla prima, (prop. 20), 

Corollario. Se l'angolo DOG fosse retto, l'angolo BGO sarebbe 
pannicoli retto; dunque ogni perpendicolare ad una delle due 
parallele* anche' pctpct.Jiculare all'allea; cioè le linee parallele 
.iai.no le Isro pei h.. la. i cuua.u. 
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l'iioposi/ioNE XXV. -- - Teorema. 



Due rette AB, CD parallele ad una terza EF, sono parallele 
(va loro (lìg. 42). 

Hff. «. 




Dimostrazione. Tiri>i Li secanti: PQR ; jiokJiè AB è parallela 
ad EF, l'angolo APQ sari eguale al suo alterno FQP (prop. 24) ; 
m ed esimam e» Le CD essendo parallela ad EF, I' angolo D1ÌQ sarà 
eguale al suo cr) rispondente FQP; dunque T angolo APQ sarà 
eguale a DRQ; e per conseguenza le rette AB, CD sono parallele 
(prop. 22). 

Proposizione XXVI. — Problema. 

Per mi pillilo dato C tirare una parallela ad una retta data 
AB{fig. 43). 



Fi 3 . i3. 
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Risoluzione. Dal punto dato C alla retta data AB tirisi una 
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rette qualunque CB; ìndi si formi l'angolo BCD eguale all'angolo 
ABC: la ralla CD sarà parallela ad AD (prop. 22). 



Proposizione XXVII. — Teorema. 



Gli angoli BAC, DEF, che hanno i luti rispettivamente 
paralleli, e [apertimi rulla nello sfeio verso, sono eguali (fig. 44). 



FiS- t*. 




Dimostrazioni'. Si prolunghi DR in G; l'angolo DEF è eguale 
a DGC, percliè EF 6 parallela a GC ; similmente essendo DG 
parallela a BA, l'angolo DGC è eguale a BAC; dunque l'angolo 
DEF e eguale a BAC. 

Sodio. I due angoli DEF, li AL, che hanno i lati paralleli e 
l'apertura rimila in parli opposte, sono ancora eguali; perchè 
DEF=BAC, e BAC— Il AL, dunque DEF— DAL. 

I due angoli DEF, BAH aventi i lati paralleli e l'apertura ri- 
volta in parti diverse, e non opposte, presi insieme lamio due an- 
goli reni. 
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Proposizione XXVIII. — Teorema. 



In ogni triangolo ABC (fig. 45), la somma de' tre angoli è 
eguale a due angoli retti. 



Dimostrazione. Si prolunghi un lato qualunque, per es.; DC 
in I», e tirisi la retta CE parallela al lato AB : i' angolo ACE È 
uguale al suo alterno interno BAC, e l'angolo ECD <■ eguale al 
suo corrispondente ABC; dunque aggiugnendo da ambe le parti 
l'angolo BCA, risulterà la somma ilei tre angoli del triangolo AHC 
eguale alla somma dei tre angoli BCA, ACE, ECD; ma questi tre 
ullirui [dinio dui? relli iprop. I); dunque i [ri? inizili di un trian- 
golo qualunque riuniti eguagliano due angoli ietti. 

Scolio. In un triangolo qualunque prolungando un lato, 
l'angolo esterno ACD e eguale alla somma dei due angoli in- 
terni A, B non adiacenti all' esterno. 

Corollario l". Conoscendo due angoli ili un triangolo, o so- 
lamente la loro somma, si troverà il terzo sottraendo questa 
somma da due angoli retti. 

Corollàrio 2°. Se due angoli di un triangolo sono rispettiva- 
mente eguali a due angoli di un altro triangolo, il terzo angolo 
del primo sarà eguale al terzo angolo del secondo ed i due trian- 
goli saranno equiangoli tra loro. 

Corollario 3°. Nel triangolo rettangolo la somma de' due au- 
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goli acuii equivale ad un angolo rello; e se il triangolo rettangolo 

è isoscele, allora r.i.m'.uiio duo ansili acuti è semirello. 

Corollario i". Une. Inaurili ri'ttiuiguli sano eguali quando 
hanno l'ipotenusa eguale, ed un angolo acuto prinl ente eguale; 
poiché, in virtù dui rijri)Uai-ÌL> [u'iwdi.'iitc, i duo triangoli avranno 
un lato eguale compreso fra dui: angoli eguali. 

Corollario 5". Nel trionfilo equilatero ciascun angolo è la 
terza parie di due angoli retti. 

Phoposizione XXIX. - Teorema. 

Se in un triangolo ABC (fig. 46) la distanza DA dal meno 
di m Imo IìC al vertice del rangola opposto A, è eguale alla mela 
dello stesso lato BC, l'tmtjolo op/msto A sarà retto. 



Fig. 4S. 




Dimostrazione. Essendo DA=DB , sarà 1' angolo B=BAD 
(prop. 16); similmente essendo DA~DC, sarà l'angolo fi— CAD; 
dunque l'angolo totale A è eguale alla somma de'due angoli B, C; 
e per conseguenza (prop. aut.) l'angolo A sani retto, etgli altri due 
B, C riuniti faranno un altro rotto. 

Reciprocamente nel triangolo rettangolo ABC , ii punto di 
mezzo dell'ipotcnusa 110 i: equidistante dai tre vertici A, B, C; 
infatti formando l'angolo DAB eguale a B, risulterà l'angolo 
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DAC=:C; dunque Ì due triangoli DAN, DAC saranno isosceli 
(prop. 17); epperò sarà DA=DB=DC. 

Scolio. Se DA fosse minora della metà di BC, sarebbe 
(prop. -18) l'angolo BAD> B, e l'angolo DAC>C, opperò l'angolo 
totale A maggiore di B-t-C, e per conseguenza ottuso (prop. 28). 
Con un ragionamento simile si dimostrerebbe che l'angolo A 6 
acuto quando lasse maggiore della mcL'i di itti. 

l'RorosiziuKE XXX. — Problema. 

Alzare una perp&uìiro/Hre idl'eslirmiià ili mia rata dola 
tenia profani/aria (fig. ■Ifi). 

Risoluzione. Sia AB la retta -data, e si debba alzare la per- 
pendicolare all'estremità A: sopra la retta data AB, n solamente 
sopra una parie di essa, clic romùlei da ,\, si l'ormi un triangolo 
isoscele ABD; si prolunghi il lato BD di modo che sto I)C=DB; ti- 
risi la retta AC, quesla sarà la perpendieolare dimandata. l'orche 
uri triangolo AR(; essendo per cosi dizione !>A7--!)li"UC, l'angolo 
A sarà retto (prop. aut.). 

Proposizione XXXI. - Teorema. 

La somma ilrijli ampìli di h,i jviìiiiiino e eijnale a due rolli 
moltiplicati pel numero dei {pii diminuito di due. 

Dimostrazione. Si divida , mediante diagonali, il poligono in 
triangoli aventi i vertici nei vertici del poligono slesso, il nu- 
mero dei triangoli sarà uguale a! numero dei lati del pulirono 
mono due (pai,', li); ma in ciascun triangolo la somma degli 
angoli è eguale a due rotti; dunque la somma degli angoli di 
lutti i triangoli, la (pialo equivale alla somma degli angoli del 
poligono, è ornata a tante volte due retti ipiatiti sona i triangoli , 
ossia al prodotto di due rutti pel numero dei lati diminuito di due. 

Scolio. Se il poligono ha angoli rientranti, questi sono mag- 
giori di due retti. 



Corollario 1°. La somma degli angoli Ji un q u ad ri I alerò i 
eguale a quattro relli. 

La somma degli angoli del pentagono è eguale a sei 
rei Li, ecc. 

Corollario 3°. In un poligono qualunque convesso (fig. hi) , 
prolungando tulli i lati nello stesso verso, la somma di tulli gli 
angoli esterm ò sempre eguale a quattro angoli retti. Perdio la 
somma degli angoli tanto intorni che esterni, equivalendo visibil- 
mente a tanto volle duo relti quanti sono i lati, la differenza tra 
questa somma e qm'lla di-nii .hilìmIÌ ink'nii sarà, da ciò che precede, 
manifestamente di quattro retj^e questa differenza è appunto la 
somma degli angoli esterni. .: 



Se due lati opposti AB, CD di un quadrilatero ABDC sono 
eguali e paralleli, ali altri due lati AC, BD, taratine anche 
eguali e para/irli, r b: jiiptra farà mi parallelogrammo (lig. 48). 

Dimostrazione. Tirisi la diagonale HC ; i triangoli AGI , DI1C 
hanno per ipolesi il lato AB— CD, il lato IÌC comune, e l' an- 
golo ABC-=DCB, giacché AB, CD sono , per ipotosi, paralleli ; 
dunque sarà il lato ACr_Bf), e l'angolo ACfl~DBC ; dunque i 
lali AC, UD sono paralleli (prop. 22), e la figura ABDC 6 un 
jiììvuI lulogratumo. 



% 47. 




Proposizione XXXII. — Teorema. 
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Proposizione XXXIII. — Teorema. 



Un quadrilatero, che abhia i lati oppu<tì eguali due a due, 
c un parallelogrammo (fig. 48). 



F: s . iS. 




Dimostrazione. Nel quadri la lem AC DB sia AB — CD , ed 
AC=BD: tirando la diagonale BC, i due triangoli ABC, CDb' sa- 

dunque l'angolo ABC è eguale all'angolo DCH, e per conseguenza 
ii lato AB è parallelo a CI). Si provi medi^Nimriwilc cha il lato 
AC è parallelo a BD; dunque il quadrilatero ACUII è un paralle- 
logrammo. 

Proposizioni; XXXIV.— Teorema. 

Ogni parallelogrammo AC DB ha i Ioli opposti eguali, gli 
angoli opposti eguali, ed è divìso dalla diagonale BC in due 
triangoli eguali (fig. 48). 

Dimostratone. I duo triangoli ACB, HDC avendo il lato liC 
comune, l'angolo ACB eguale al suo alterno DBC , e l' angolo 
ABC — DC1I , saranno eguali (prop 7); dunque sarà AB=CD , 
AC=BD, l'angolo A=D; gli angoli 1!, C poi sono eguali, siccome 
compresi fra lati rispcllirauieiile paralleli. 

Corollario i°. Due parallele comprese Ira due altre parallele 
sono eguali. 

Corollario 2°. Lo due prime parallelo, se sono perpendicolari 
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alle altre due , misureranno la disianza di queste ultime in 
due punti diversi; onde due parallele sono dappertutto equidi- 
stanti. 

Proposizione XXXV. — Teorema. 

Le due diagonali AC, BD dì un parallelogrammo si tagliano 
vicendevolmente in due parti eguali (fig. 49). 

Fig. iS. 




Dimostrazione. Nei duo, triangoli AOD, COB essendo il lato 
AD=Bt:, l'angolo ADO=GBO, e l'angolo l)AO=BCO (prop. 24) , 
i(iiosli triangoli saranno eguali (prop. 7); dunque il lato AO sari 
eguale al lato OC, e DOrzOB. 

Corollario. Le \\wi-. 'liaiNir.ali ili un rombo si tagliano ad an- 
goli retti. Perchè in quesiti caso essendo AIlz=BC, i due triangoli 
AOB, BOG hanno i loro tre lati rispettivamente eguali; dal che 
na segue l'angolo AOB— BOC; dunque nel rombo questi due an- 
goli saranno retti. 
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PnOFOSEiOSE XXXVI. — Problema. 

Dati due lalì contìgui A, B di un parallelogrammo, e ran- 
gola compreso C, descrivere il parallelogrammo (lig. SO). 



% SO. 




Risoluzione. Tirisi la retta DE eguale al lato A, si formi al 
punto D l'angolo EDF=C, e prendasi DF— B; indi pel punto F 
tirisi FG parallela a UE. e pel punto E tirisi EG parallela a DF; 
la figura DEGF sarà il parallelogrammo ricercato. 

Scolio. In veci; 'li lit'aiv dai putiti K, V, ìu rispettive parallele 
ai lati DE, DI' , si opircrà 'più litanie ti [e, se dal centro F col 
raggio A si descrive un arco, e dal centro E col raggio B si 
descrive un altro arco, die taglierà il primo in G; tirando le 
rette FG, EG, la figura sarà ancora un parallelogrammo, perchè 
avrà i lati opposti eguali due a due. 

Se l'angolo C è rullo, la figura sarà un rettangolo; se l'an- 
golo G è retto, ed i lati A, U sono eguali, allora sarà un uuadralo. 
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Proposizione XXXYll. — Problema. 



Trovare la comune misura di due rette date AB, CD (liy. 5 1 ). 
Fig. SI. 



Risoluzione. Si porli la re Ila minoro CD successivamente 
sopra la maggiore AB tante volle quanle può esservi contenuta ; e 
siavi contenuta due volte ila A in E, col resto EB; 

Si porti il resto EU sulla rolla minore CD laute, volte quante 
può esservi contenuto, e siavi, per es.; contenuto una volta da C 
in F, col resto FD; 

Si porli il secondo resto FD sul primo Eli, e siavi contenuto 
una volta da E in G, col resto GB; 

Finalmente pc riandò il le 17.0 resto CU sul secondo FD, sup- 
pongasi ehi; vi -in co» le niitd due volle esallaim'iue seiv/a alcun 
resto; l'ultimo resto GB sarà la comune misura delle due rette 
dote Ali, CD; cioè la piccola rolla GB sarà esattamente contenuta 
in AB ed in CD. 

Infatti essendo Fp— 3GB, risalendo si troverà EB— 3GB, 
quindi CDnóGB, e finalmente AB=t3GB. Dal che si vede che 
l'ultimo resto GB e contenuto esattamente 13 volte nella prima 
retta AB, e 5 volte nella seconda CD; dunque GB è la comune 
misura delle due retle. 

Scolio i'. Prendendo GB por unità di misura, le due rette 
AB, CD saranno espresse dai numeri i:ì e r>; ed il rapporto di 
questi due numeri esprimerà quello dello duo rette: e cosi in 
ciascun altro caso. 

l'uà tuttavia avvenire che, comunque si continui l'opera- 
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lione, non si trovi mai un resto, die sia contenuto nel precedente 
un numero intero di volle; in questo caso le due rette non 
hanno comune mi-uni; e divinisi privi it iur.iiiìni.-nìiirabiU; la ra. 
gione delle due linee non potrà allora essere esattamente espressa 
in numeri interi; ma trascurando uno dei restì si troverà un 
valore della ragione prossimo al vero, e tanto più prossimo 
quanto sarà minore il resto negletto. 

Scotio 2". i\'ei libri salienti si l'ara sovente uso di propor- 
zioni, i cui termini saranno o linee o superficie o volumi; e si 
eseguiranno talvolta su questi termini alcune operazioni di cal- 
colo, che non avrebbero alcun senso , so non s'intendessero fatte 
sopra numeri; gioverà dunque avvertire, che ogni quel volta si 
indicheranno moltiplicazioni o divisioni ria esi'^iiir-i sopra linee, 
superficie o volumi, queste operazioni si dovranno intendere Tallo 
sui numeri clic rappreseli la no quelle linee, quelle superficie o 
quei volumi, riferiti ciascuno alla unilà della propria specie. 



LIBRO SECONDO. 



Ragioni o rapporti de' parallelogrammi e de' friaggoli: 
misura delle figure rcllilinee. 



I. Superficie o area di una figura è lii quantità di osten- 
sione superficiale contenuta nel suo perimetro. 

La parola area indica più specialmente una superficie che 
si considera come misurala, eil esprime il rapporto Ira ia su- 

II. Figuro equivalenti sono quelle che hanno aree eguali senza 
essere eguali in tutte le loro parli. 

IH. L'altezza di un triangolo è la perpendicolare AD (fìg. 59) 



abbassala dal vertice A di un angolo sul lato opposto BC preso 
per base. 



Definizioni. 



Kg. 51. 
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Il vertice dell'angolo opposto alla base si chiama il vertice 
del triangola. 

IV. L'allena di un parallelogrammo è la perpendicolare EF 
(fìg. 53) compresa tra duo fati opposti AH, DC prosi per basi. 



A 9 B 

V. L'aliena ili un trapezio è la pei pei) di co la re EF (lig. 54) 
condolla Ira i due lati paralleli AB, OC, die chiamarsi le basi 
del trapezio. 

Fig. Si. 




Scolio. É manifesto, che due parallelogrammi, o due trian- 
goli compresi tra le medesime parallele, hanno la stessa altezza 
(prop. 34, coro!. 2). 

Viceversa: se due parallelogrammi, o ilue triangoli hanno 
la stessa altezza, e le basi sopra una stessa retta, essi saranno 
compresi tra due parallele. 
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Puoposizione I. — Teorema. 



Due parallelogrammi clic hanno basi eguali , ed altezze 
eguali, sono equivalenti (fig. 55). 



Sia AB In baso comune de'due parallelo grammi ABC D 
ABEF; questi parallelogrammi avendo per ipotesi la stessa al- 
tezza , i loro lati superiori DG, FE cadranno sopr.i unii stessa 
rotta DE parallela alla base AB; ma per le proprietà dei paral- 
lelogrammi essendo AD=BC, AF— UE, e l'angolo DAF=CBE, 
perchè lianno i lati paralleli e l'apertura nel lo^- stesso verso 
duo triangoli TAF, CBE saranno eguali. 

Ora se dal quadrilatero ABED si leva il triangolo DAF, 
resta il parallelogramma ABEF; e se dallo stesso quadrilatero 
ABED si leva il triangolo CBE, vi resta l'altro parallelogrammo 
ABCD; dunque (ass. il i due parallelogrammi ABCD, ABEF 
aventi la stessa base o la slessa altezza, sono equivalenti. 

Corollario. Un parallelogrammo qualunque 6 equivalente 
ad un rettangolo ili egual base e di eguale altezza. 
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Proposizione II. — Teorema. 



Ogni triangolo ABC è la metà /li un parallelogrammo ARCO 
che abbia la medesima Ime e In medesima altezza (fi;;. 50). 



Dimostrazione. La diagonale AC dividendo il parallelo- 
grammo AIÌCD in due triangoli eguali ABC, A CD, È chiaro clic 
il triangolo ABC è la metà del parallelogrammo ABCD. 

Corotlarìn l«. ll n triangolo qualunque è equivalente alla 
meli di un rettangolo di medesima base e di medesima altezza. 

2". I triangoli di eguai base c di eguale altezza sono eijui- 



PnoposmosE III. — Teorema. 

Due rettangoli ABCD, EFGII di eguale altezza AD=EH, 
stanno fra toro come le loro basi AB, EF (lìg. 57). 



Dimostrazione. I". Supponendo le basi AB, EF coinmcii- 
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sitrabili, e nella ragione, per esempio, di 5 al 3, allora divi- 
dendo AB in 5 parli eguali, EF conterrà .1 di queste parti; ed 
alzando ila lutti i punii di divisione le perpendicolari allo basi, 
il rettangolo ARCI) sarà diviso in 5 piccoli rettangoli, tulli 
eguali tra loro, perche hanno le basi eguali e le altezze eguali; 
ed il rettangolo KFGH conterrà, ,'i di questi piccoli rettangoli; 
dunque il rettangolo ADCD sta al rettangola EFGI1 come 5 sta 
al 3, ossia corno la base AB sta alla base EF. Lo stesso ra- 
gionamento servirebl.it per i|iia!uiii|iic altra ragione delle basi 
diversa dalla supposta 5 al 3. Dunque quando Io basi sono 
commensurabili si avrà sempre la proporzione 



2°. La medesima proporzione sussisterà ancora quando le 
basi AB, EF (lig. 58) saranno incommensurabili. 



Infatti se potesse essere 

abcd:efgH::àb:eo>ef, . 

dividendo AB in parli eguali e minori di FO, e portando una 
di queste parti successivamente sopra EO , da E verso 0, vi 
cadrà almeno un punto di divisione I tra F ed 0; alzando da 
questo punto la perpendicolare IK, a cagione delle basi AB, EI 
commensurabili, si avrà (l)im. ant.) 



ABCD;EFGII::AB:EF. 



Fig, SS. 




abcd: 



:EIKH; 



: ab: 



lEl; 
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questa proporzione e la precedente avendo gli stessi antece- 
denti, Ì loro conseguenti saranno proporzionali; dunque risulte- 
rebbe 

efgh:eikh::eo:ei, 

ih i; r unii pt-jjuj-rziojii: ussurdu; puicìiù ii ui'i;uu .incedente EFGH 
è minore del suo conseguente ElKiI, iiienti'e il secondo antece- 
dente EO é maggiore del suo conseguente EI. Dunque il quarto 
termine non può essere maggiore di EF. 

SÌ dimostra nello stesso modo che il quarto termine della 
proporzione non può essere minore di EF; dunque, qualunque 
sia la ragione delle basi, due rettangoli di eguale altezza stanno 
Tra loro come le loro basi. 

Scolio. Nei rettangoli potendosi cambiare le basi in altezie 
e viceversa, ne segue clic due rettangoli di basi eguali stanno fra 
loro come le loro altezze. 

Corollario. Due parallelogrammi, o due triangoli di eguale 
altezza stanno anche fra loro come le loro basi; e viceversa. 

ProposiztonB IV. — Teorema. 

Due rettangoli qualunque ABCD, AFGE {fig. 59) stanno fra 
loro come i prodotti delle loro basi per le rispettive aitate, di 
modo che sarà 

abcd:afge::ab*ad:afxae. 

Fig.S9. 



Fi — r 
c l — k 



Dimostrazione. Si dispongano i due rettangoli in modo che 



gli angoli in A fieno opposti al vertice, e si prolunghino i lati 
CD, GE finche s'incontrino in H: i due rettangoli ABCD, AEHD 
avendo la slessa altezza AD, stanno fra loro come le loro basi 
AB, AE: si mi I mon le i due rettangoli AEHD , AFGE avendo la 
stessa altezza AE, stanno fra loro tome le loro basi AD, AF ; 
dunque si avranno le due proporzioni 

abcd:aehd::ab:ae. 
aehd:afge::ad:af. 



Moltiplicando per ordine queste proporzioni , ed ammet- 
tendo il fattore ALMI! connine ai due primi termini, risulterà 

abcd:afgk::abxAd:afxae. 



Corollario, l'in' parallrlnpi'aiimii, o due triangoli qualunque 
stanno anche fra loro come i prodotti delle loro basi per le 
loro altezze : poiché i parallelogrammi sono equivalenti a' ret- 
tangoli di mede-ima baie e di medesima a Rozza ; ed i triangoli 
sono metà di parallelogrammi o di rettangoli parimente della 
slessa base e della stessa altezza. 

Quindi segue ancora che quando due rettangoli, o due paral- 
lelogrammi, o due triangoli sono equivalenti, le lóro basi sono 
inversamente proporzionali alle loro altezze : perchè nell' ultima 
proporzione se ABC.I' fe^e. equivalente ad AFGE, risulterebbe 
AB X AD— AF X AE; e quindi 

ab;af::ae;ad. 

Scolio. Misurare la superficie di una figura si è cercare 
quante volte essa contiene una data superficie presa per unità ; si 
assume d' ordinario . per unità di superficie, il quadrato fatto 
sull'unità di misura lineare. Da questo modo di valutare in unità 
quadrate le superficie delle ligure è derivala l'espressione quadrare 
una figura, o determinarne la quadratura. 
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Proposizione V. — Teorema. 



L'arca di un rettangolo è eguale al prodotte della sua base 
per la sua allena (fig. 60). 



Fy. 60. 




Dimostrazione. Sia ABCD un rettangolo qualunque, ed efyh 
il quadralo preso per unità di superfìcie; il lato ef sarà l'unità li- 
neare: misurando con questa unita la baso AB e l'altezza AD del 
rettangolo, supponiamo per es. che AB sia di 6 unità e AD di 5 ; 
moltiplicando 6 per 5, il prodotto 30 indica che il rettangolo ARCI) 
contiene 30 volte l'uniti di superficie efgA; come l'iospezione della 
figura lo la chiaramente vedere. 

Ma i due numeri che esprimono quante volte l'unità lineare , 
efe contenuta nella baso e nell'altezza del rettangolo potrebbero 
o^erc lb /.io uà ri, ed ruii'lm incommensurabili; ciò non ostante il 
Ioni prodotta indicherà sempre quante volte il rettangolo contiene 
l'unità di superficie. 

Infoili dal teorema precedente si ha 

ABCD : c/jK : AB x ADIe/x eh; 

Tacendo e(—\ , e valutando in numeri colla stessa unità la base 
AB e l'altezza AD del rettangolo, si avrà 



Dunque qualunque sieno i numeri esprimenti AB e AD, il 
loro prodotto <; sempre eguale al numero di volte, che il rettan- 
golo ABCD contieni; l'unità ili superficie cfgh. L)un(|U0 il prodotto 
della hasc per l'altezza m Li vera misura del rettangolo. 

Sco/io. So l'unità lineare fosse per es. un piede, o un trabucco 
o un metro ecc.; l'unità di supwa'cie .sarebbe il piede quadralo o 
il trabucco quadralo o il metro quadralo ecc. 

Il quadralo essendo un rettangolo, la cui alterni è eguale 
alla base, la misura di un quadrato è eguale alla seconda po- 
tenza del suo lato: onde deriva il nome di quadralo di un nu- 
mero usalo nell'aritmetica cnnin sinonimo della seconda patema 
del numero. 

I quadrati dei numeri 1, % 3, ì, ecc. essendo 1 , 't, 9, 
16, ecc.; ne segue cho il quadralo costruito sopra una retta 
doppia, tripla, quadrupla ecc. di una retta data, è quallro , nove , 
sedici ecc. volle maggiore del quadrato costrutto sopra questa 
retta. 



L'arca di un parallelogrammo qualunque è eguale al prodotto 
della sua base AB per la sua altezza EK (fìg. 61). 



Proposizione VI. — Teorema. 



Rj. St. 




dimostrazione. Il parallelogrammo ABCD essendo equi va- 



lente ad un rettangolo di egual base c di eguale altezza , e la mi- 
sura dì questo rettangolo essendo AH x EV, ne segue che que- 
sto prodotto esprimerà puro la misura del parallelogrammo. 

Proposizione VII. — Teorema. 

L'area dì un triangolo AI1C (fig. 02) ì eguale al prodotto 
della ma base BC per la metà della sua altezza DA. 



Ftg. 62. 




Dimostrazione. Il triangolo AIìC essendo la metà di un 
parallelogrammo della stessa basa BC e della stessa altezza AD, 
e la misura ili questo parallelogrammo essendo BC x AD , la 
misura del triangolo sarà siti inirnic la metà di questo prodotto 

ossia BCx'^ oppure ^ xAD. 

Corollario, l'uri figura reuilìiifiri qualunque potendo sempre 
dividersi in triangoli , si avrà l'area della figura intiera misu- 
rando separatamente ciascuno di questi triangoli, e facendo ia 
somma delle loro aree. 



Proposizione Vili. — Teorema. 



L'area di un trapezio ABCD (fig. Grt) £ cjiin/e n/ prodotto 
della sua altezza per la semi-somma delle basi parallele AB, DC. 



Fi s . 63. 




Dimostrazione. Pel pillilo I, preso sul mozzo del lato BC , 
si tiri LK parallela al lalo opposto AD, c si prolunghi DC in K. 

I triangoli IIÌL, 1CK saranno eguali, perchè IR— IC per co- 
struzione, l'angolo LÌB—CIK , e 1' angolo I15L=ICK a eagìone 
dello parallele AB, DK; dunque il trapezio ABCD è equivalente al 
parallelogrammo AI. KB, ed ha per misura EFxAL. 

Ma AL— BK, ed a ragione di LB=CK si ha . 

AB+DC=AL+DK=2AL; 

dunque AL=^~5; l'area del trapezio è dunque espressa 

per EPx— cioè, essa è eguale al prodotto dell' allena 

per la meta della somma delle basi. 

Scolio. Tirando la retta IH tra i due punti di mezzo dei 
lati non paralleli , la figura AMI! sarà un parallelogrammo , 
perche AH metà di AD è eguale e parallela a LI metà di LK; 

dunque sarà 111— Al.z ^ B * - ^ ; e l'area del trapezio saia 
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anche eguale al prodotto EFxHÌ , cioò al prodotto dell'attesa 
por la linoa che unisce i due punii di mezzo dei lati non pa- 
ralleli. 

Proposizione IX. — Teorema. 

Il quadralo fallo sulla somma dì due rette è eguale ai due 
quadrati falli sulle due rette, piti line rettangoli contenuti dalle 
stesse due rette (lig. 64). 

Fi/, et. 



Dimostrazione. Sia Àllf.D il quadrato formato sulla rella 
AB=AE+EB; prendendo AF=AE, o tirando Eli parallela ai! 
AD, e FG parallela ad AB, il quadrato ABCD sarà diviso in quat- 
tro parti; la prima AEIF è il quadrato di AE, poii'ln; si ù preso 
AR=ÀE: la seconda IGCH è eguale al quadralo di EB, perchè es- 
sendo AD— AB, ed AF— AE, sarà DF=EB— IG— III, Le altre 
due parti DFIII, ERGI sono due rettangoli visibilmente contenuti 
da lati rispettivamente eguali alle due parti A E, EB della retta AB; 
dunque si avrà 

AB a =(AE-HEB) ! ==AÉ'-i-2AE x EB+ÉB', 

che è l'espressione alg.-brù'.a del quadrato del binomio AE+EB. 
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PiiorosmoNF. X. — Teorema. 



Il quadralo fallo sulla differente di due rette è eguale ai 
due quadrali falli sopra queste due rette meno due rettangoli 
contenuti dalle slesse due rette (fig. 65). 



Dimostrazione. Sia AC la differenza delle due relte AB, CB; 
e sia AB DE il quadralo fatto sopra AB, e CIKR il quadrato fatto 
sopra CB; prendasi AF— AC, tirisi VG parallela ad AB, e si 
prolunghi 1C in H: ACIIF sarà )l quadralo fatto sulla differenza 
AC; FGDIi 6 un retlangolo contenuto da FG=AB, e da FE— CB; 
IKGH è un altro rettangolo contenuto da KG=AB, e da IK=CB; 
ciù posto, egli è evidente che il quadralo ACliF è eguale alla 
somma dei due quadrati ABDE, CIKB, diminuita dei duo rettan- 
goli FGDE, IKGH. In altri termini sarà 

AC 1 — (AB— CB)'=ÀB' — 2 AB x CB+CB* ; 

che è l'espressione algebrica del quadralo del binomio AB— CB. 



% SS. 




Proposizione XI. — Teorema. 



In ogni trioni/oh rettmujnlo ABC (Jìg. 00) il quadrala (allo 
iopra l'ipotenusa BC è qpMfe a//u somma dei quadrati {atti 
sopra ì dm cateti AB, AC. 



Dimettratione. Siano ECED, BAGF, ACUÌ i quadrali falli 
sopra i tre tali : dal vertice dell'angolo retto A si cali sopra l'ipo- 
tenusa BC la perpendicolare ALM, e lirinsi le rette Al), FC: i 
due triangoli F11C, ADÌ) sono eguali fra loro, perché hanno un 
angolo eguale rmiipiv-'i lì 1 ,) lati rispellivnnionte eguali; cioè l'an- 
golo FBC,— A11D, poiché sono entrambi composti di un angolo 
retto e di un angolo comune ABC, il lato FB=AB, come laii di 
uno slesso quadrato, c per l,i «tessa emìone il lato BC~BD. 

Ma il triangolo FBC é la metà del quadrato BAGF, perchè 
hanno la slessa base FU e la stessa ;diezz,-i, essendo posti fra due 
parallele; pavimento il triangolo ABI) é la meli del rettangolo 



Fij. 66. 




S 
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BDML (prop. 2); dunque il quadralo BACK, doppio del Iriangola 
FBC, è equivalente al rettangolo BDML doppio del triangolo ABD. 
Si dimostra medesima meo te die il quadrato ACIU è equivalente 
al rettangolo I.MEC. 

Ma i due rettangoli BDML, LMEC riuniti fanno il qua- 
dralo BCED; dunque il quadrato. BCED, fatto sopra l'ipotenusa, 
6 eguale alla somma dei quadrali BAGF , ACUÌ falli sopra i 
cateti. 

Supponendo i Ire lati espressi in numeri si avrà 

BC ! — AB' + ÀC*; 

dalla quale si deduce 

Ah'^BC*— AC»; 

dot il quadralo ili un uatelo è eguale al quadralo ddri]n.iteini>:i 
meno il quadralo dell'altro calelo. 

Le due equazioni precedenti danno 

BC=Vt6«+AC», e ABr=|/fi&— À&; 

quindi dali due lati di un triangolo rettangolo, si può trovare il 

cateti dali; e data l'ipotenusa ed un calelo, si troverà l'altro cateto 
estraendo la radice quadrata dalla differenza tra il quadrato del- 
l'ipotenusa e quello del cateto dato. 

Corollario 1°. Nel triangolo rettangolo ed isoscele il qua- 
dralo doli' ipotenusa è doppio del quadralo di ciascun catelo. 

Quindi si conciiiudc, che la diagonale ed il lato di qualsi- 
voglia quadralo sono incommensurabili, e stanno nella ragione 
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di yr.\. Poiché noi quadrato ABCD (fig. 67) essendo AC'— 2 AB*, 



si avrà AC':AB'::2:i, e quindi AC; AB: rfVA. 

Corollari» 2". Il quadralo BCED ed i due rettangoli BI.MD, 
I.CEM (fig. «6) avendo la stessa altezza LM, stanno fra loro 
come le loru basi BC, BL, IX; dunque, sostituendo, in vece dei 
due reilangoli, i quadrali equivalemi uVealcti, si avrà 

BE , :Sb»:ac , ::bc:BL:lc, 

cioè il quadralo dell' ipotenusa sta al quadralo tii un calcio, come 
l'ipotenusa strusa sia al scgiricnlo adiacente a questo cateto: od 
i due quadrati dei caleli stanno fra loro conio i segmenti dell'ipo- 
tenusa adiacenti a questi cateti. 




Sì chiamano qui segmenti le due parti dell' ipotenusa deter- 
minate dalla perpendicolare calala dal vertice dell'angolo reilo. 



Proposizióne XII. — Teorema. 



In un triangolo ottusangolo il quadrato del lato opposto 
altangolo ottuso è eguale alla somma dei quadrali degli altri dui- 
lati, pia dna rotte il prodotto di unii di questi due lati pel suo 
prolungamento compreso tra fungalo ottuso e la perpendicolare 
aitato dalFangolo opposto (fig. (58). 



Dimostrazione. Sia I5AC un triangolo ottusangolo in A; si 
prolunghili lato BA, o dall'angolo opposto C si abbassi la per- 
pendicolare CD: ciò posto, il triangolo rettangolo BUG ila 
Ì!C« =BD*+CD*; ed il triangolo ADC da CdfcÀT'—AD' ; 
sostituendo questo valore di CD* nell'equazione precedente, si 
condiiudo 



sostituendo questo valore di Ql)' nella precedente, risulterà 



Fig. US. 




BC'^BD' + AC'-AD*; 



BD_UAi-An; dunque (prop. 9) si ha 
SD*— BAV2BA x AD+ÀTiV 



lìC^BA'^ìiAxAD+AU'+A'C'-Al)'; 
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e riduc end o, si avrà 

BC'^BA' + AC* + 2B A x AD, 
ciò the dimostra l'enunciati) del!;i proposizione. 



Proposizione XIII. — Teorema. 

In qualunque triangolo ABC (fig. 69) il quadrato di un lato 
Ali opposto ad un angolo acuto C è eguale alla somma de qua- 
drati degli altri due lati, meno due volte il prodotto di uno di 
questi leti AC, per es.; pel suo segmento DC compreso tra Vongola 
acuto C e la perpendicolare HI) iibht/uìatu dal t nugolo opposto. 



Fig. 09. 




Dimostrazione. I due triangoli rettangoli AHI), BDC danno 
rispettivamente AB*— ÀTj'+BD', e. BD—BT:*- DC 1 . 

Sostituendo questo valore di BD* in quello di AB 1 , si otterrà 

ÀB^ÀD'+BC'— Ì)C ! . 
Ma essendo AD— AC— DC, risulterà (prop. Ut) 
ÀD'^ÀC*— 2ACXDC+DC*; 



70 

e mettendo questo valore di AD* nella precedente espressione 
di AB', si avrà 

ÀB'^Àtf-aÀCxDC+DC'+BC'— Dp' f 

che si riduce ad 



( OiitiiL'mriiii'Llì- r 1 1 L ' i ■ N u [ h i i : . 1 1 > 1 3 • 1 1 : i proposiiione. 

La proposizione sussìste egualmente quando la perpendico- 
lare HI) cade fuori del triangolo (fig. 70). Infatti invece di 
AD=AC-DC sì Ita allora AD=DC— AC ; ma i valori di AD 1 



Corollario. Un triangolo sarà rettangolo , ottusangolo o 
acutangolo, secondo che il quadralo del lato maggiore è eguale, 
maggiore, o minore della somma dei quadrali degli allri due lati- 



AB^AC'+BC'-SACxDC; 



e di AB" rimangono i medesimi di prima. 



Fig. 70. 




I 'imposizione XIV. — Teorema. . 



In ogni triangolo ABC la somma de quadrali ilei due lali 
AB, AC è eguale a due volle il quadralo della mezza base I5E, 



Ti 

più due volle il quadralo della rulla AE, clic unisce il vertice 
A col iiujizo E della base BC (fìg. 71). 



% Ti. 




Dimostra: ioni: \\\\ vcrlicc A si «libassi la perpendicolare 
AD sulla base fi C: nel triangolo ADE ollusangcio in E, sì 
avrà (prop. 12) 

AB'zrBÉ'+ÀE'^aBE x ED; 

e nel triangolo AEC (prop. 13) sarà 

AC'=ÉC , +AB'— 2ECXED. 

Sommando insiemi; (pietie due equazioni, ed osservando 
che BE=EC, risulterà 

AB«+AG , ^;2BE , +2,VE 1 . 

Corollario. In ogni parallelogrammo la somma dei qua- 
dra ti dei lati è eguale alla somma de' quadrati dello due diago- 
nali (fìg. 72), perché nel triangolo ABD si ha 

AB , +AD , =2BÒ'+2À0', 

e nel triangolo BCD si ha 

BC'-HCD^BO'+aOC'; 
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ed a cagione di AOrrOC, sommando, sarò 

Ab' +■ AD* + BC 1 + GD«==4BO' + .UO'=BD' + AC*, 



giacche il quadralo di una linea 6 eguale a quattro volte quello 
della sua meli. 



'i pamTTelotj: 



XV. - Problema. 



Descrìvere un parallelogrammo equivalente ad un triangolo 
dato ABC jfìg. 73). 



if/wfciriejw. Dividasi per mezzo l'altezza Al) del triangolo 
m H, e [iris! pel punto H la FG parallela a BC, e pel punto C 
Unsi CG parallela a BA; la figura BCGF sarà un parallelo- 
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grammo equivalerne al triangolo ABC; perche ha la slessa mi- 
sura del triangolo, cioè BCxlID. 

Il parallelogrammo ABOM fallo sulla metà della base BC 
eoll'altczza AD, è anche eipiivuleule al liàai^nlu ABC, perche lia 
la slessa misura del triangolo, cioè BO x AD. 

Qualsivoglia parallelogrammo avente per base BC e per 
allena HD, oppure la base BO e l'altezza AD, risolve egualmente 
il problema. 

Oltre a queste soluzioni il problema ne ammette ancora in- 
finite altre, nelle quali il parallelogrammo non ha comune col 
triangolo dato, ne la base ne l'altezza. 



Trasformare un poligono in m altro equivalente, clic abbia 
un lato di meno (fig. 74). 



Risoluzione. Sia ABCDE il poligono dato: sì tiri la diago- 
nale CE, che separi il triangolo CDE; dal punto lì conducasi 
flF parallela a CE finche incontri il lato A E prolungalo in F; 
tirisi quindi la CF; il poligono dalo ABCDE sarà equivalerne al 
poligono ABCF, che ha un lato di meno. 

Infatti t due triangoli CDE, CFE avendo la slessa base CE, 
e la stessa altezza a cagione delle parallele CE, DF, sono equi- 



l'isrii'osiziiiNK XVI. — l'nihlnnti. 



Fig. 7Ì. 




0 
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vatenLi ; dunque sostituendo il triangolo CFE al triangolo 
CDE, risulterà il quadrilatero AI1CF equivalente al pentagono 
AIJCDE. 

[fella stessa maniera, separando dal quadrilatero ABCF il 
triangolo CDA, e sostituendo in sua vece il triangolo equiva- 
lente CGA, risulterà il triangolo GCr' equivalente al quadrila- 
tero ABCF, e perciò anche equivalente al pentagono ABCDE. 

Con la medesima i-ustrimioiie ripelula quanto basti, si potrà 
Irasl'onnarc un poliguno qualunque in un triangolo equivalente. 

Proporzione XVII. — Problema. 

Fare un quadrato equivalente alla somma, a alla differenza- 
ili dite quadrati dati (fig. 75). 



Fig. 75. 




A 



Bùùhtriaw. Sieno A, B i lati dei due quadrati dati: 
1" Volendo trovare un quadralo equivalente alla somma 
de' due dati, si faccia un angolo retto FED; prendasi ED=A, 
EG=B, e tirisi DG, questo sarà il lato del quadrato ricercato. 
Infatti il triangolo DEG essendo rettangolo in E, il quadralo 
fallo sopra' DG fi ugnale alla somma de'quadrali l'atti sopra ED 
ed EG, ossia faiti sopra A e B. 

2° Volendo trovare un quadrato eguale alla differenza dei 
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quadrati dati, si faccia medesima metile un angolo retto FEH; 
si prenda EG eguale al lato minore 8, e dal punto G come 
centro, con un raggio GII eguale al lato A si descriva un arco 
die tagli EH in H; il quadrato fallo sopra Eli sarà eguale alla 
differenza dei quadrili falli sopra A e B. 

Infatti il triangolo GEI I, eccitilo ruttarigolo in E, il qua- 
drato del cateto EH è uguale al quadrato dell'ipotcnusa GII— A, 
mono il quadralo dell'altro cateto EG=B. 

Scolio. Ripetendo la slessa costruzione si potrà formare un 
quadrato eguale alla somma di un numero qualsivoglia di qua- 
drali dati; oppure un quadralo doppio, triplo, quadruplo, ecc. 
di un altro quadralo dato. 

Si noli ancora, che per fare un quadralo che sia In mela 
di un altro quadralo dalo, si dovrà prendere per lato la mela 
della diagonale del quadrato dalo. 



Proposizione XVIII. — Problema. 

Esprìmere con due linee la ragione di due quadrali dati. 

Risalutiate. Sieno {(ig. 75) HG, GD i tali de' due quadrali 
dati; si dispongano questi lati ad angolo re Ho HGD, si tiri l'ipo- 
tenusa IID.e dall'angolo retto G si ahbassi la perpendicolare 
GE sull'ipotenusa; la ragione de'due quadrali dati sarà eguale a 
quella delle due rette HE, ED; perchè (prop. ì I , corali. % si ha 

HG':gT*::he:ed. 

Scolto. Cercando la comune misura delle due rette HE , 
EO, e valutandole numericamente, si potrà anche esprimere con 
due numeri la ragione dei due quadrati dati, o esattamente, o per 
approssimazione, secondo che le due rette HE, EU' avranno o 
non avranno una comune misura. 



Problemi da risolversi. 



I" Trovare il lata e Vitrea di un quadralo. In cai diaco- 
nale e di 20 Imbaccili. 

Risposta: l'area sarà di 200" i, ed il lato di 14"- 
IO™ 1 3* circa. 

2° L'area di un rettangolo è di 800 trabucchi quadrali 
(due giornate}, e l'eccesso della san base sopra la sua allctta lì 
ili 7 minaccia. Trovare i valori numerici di queste due linee. 

Risposta: 33 trab. e 25 irab. 

3° L'area di un trapezio è di 1315 trabucchi quadrati 
(3 giornale, 28 tavole, 0 piedi); e la sue basi parallele sono di 
21 trabucchi e 13 trabucchi; quale sarà la sua altezza? 

Risposta: 77"- S'- l on ó p prossimamente. 

4° Lacca di un triangoli] equilatera è dì 389 metri q., 71. 
Trovare il suo lato. 

Risposta: 30 metri prossimamente. 

Si noti a questo riguardo, che il lato del triangolo equila- 
tero essendo =a, la sua altezza sarà =|a i^s, e per conse- 
guenza la sua area sarà espressa dn|a , j-''S; 
1 

onde jiV7=S89,71; e da questa equazione si caverà il va- 
lore di a secondo le note regole, 

5° Im somma dei Ire lati di un triangolo rettangola è 
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156 metri, e la sua superficie è eguale a 1014 metri quattrini; 
determinare ciascuno de' suoi tali. 
Risposta: 39™, 52™, 85™. 

6" Dati i tre lati di un triangolo, trovarne Farea. 
Risoluzione. Sia nel triangolo ABC (%. 76) il lato lìCrm. 
ACr;&, AH=f: dal teorema della prop. 13, si li a 



e col mezzo di questo valore di DG il triangolo rettangolo ADC 
darà l'altezza 



c^'+i*— 2tf.DC, 



onde risulta 



DC=? 



Fig. 76. 




AD— 1 



diasi trasforma in 



AD: 



Sa 
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moltiplicando da ambo lo partì per la metà della base, cioè pei' 
ij, risulterà l'area del triangolo ABC ; e sarà 

Area ABC=ìj/4aV~(«' -t-È'-c*)'. 

ilrali si può l ivi i-forma re nel modo seguente; e si avrà 

Area ABC=J t V(2nft+a' + 6*-e«) (2h*-b*— A' + r a ) 

— ^Vl"-i-i+e)(a+i— c)(e+a— è)(c-i-4— a); 
facendo s+i+e=2S, 

S sari visibilmente la semi-somma dei lati del triangolo, e si 
avrà 

6+c— (i=2 (S— a) 
a+c-bzzH (S-6) 

onde risulla 

Area ABC=^S (S-«) (S~b) (S-c). 

Dunque l'area di „>t triangolo è eguale alla radice quadrata 
del prodotto di quattro fattori, de quali il primo è la semi-somma 
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dei Ire lati del triangolo, e gli altri sono le Ire differenze tra 
questa semi-somma e ciascuno dei lati. 

Par applicazione facciasi u^Sa™, 4=20™, c— ly™, si 
troverà 

Area ABfcr}%>.(:ìO— (3U-20) (30— -1 5,— 150 ''; 

il elio si può facilmente vi;i'iiìc,ii'o; giacchi! in questo caso partico- 
lare il triangolo è rettangolo, e la sua ar<?n è eguale al prodotto 
ili un cateto per la metà dell'altro. Si ha dunque come sopra 

Area ABC=^~=rl50»«. 
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LIBRO TERZO. 

Lince propnriiviuili e figure simili. 



Defitti 



«ili sono quelli che danno gli angoli rispettivi 
scmio a ciascuno, ed i lati adiacenti, ad ango 



i sono figure simili; e tutti i 



quadrati sono parimente simili. 

Nelle figure simili i lati, ci 
nello due ligure , cioè che sono 
mente eguali, chiamansi lati om 
formano ragtimi eguali Ira loro. 



Una reità DE, tirala in ira triangolo ABC (fig. 77) paralle- 
lamente ad un lato DC, divide gli altri due lati AB, AG in parti 
proporzionali, di modo che si avrà 



Dimostratone. Si tirino le rette BE, CD: i due triangoli 
BDE, CUE posti sulla slessa base DE, c Ira le stesse parallele 



DE, BC, saranno e qui va lenii, ed avranno perciò la slessa ra- 
gione col terzo triangolo DAE; dunque sarà 



bde;dae;:cde:dae 



Fig. 77. 




Ma i due triangoli BDE, DAE, essendo posti sopra una 
stessa retta BA, col vertice comune in E, hanno la stessa al- 
lena, e stanno perciò fra loro come le loro basi BD, DA; dun- 
que sarà 

bde:dae::bd:da. 

Similmente sarà 

cde:dae::ce:ea. 

Le prime ragioni di queste due proporzioni essendo eguali 
fra loro, le seconde saranno anche eguali; dunque sarà 

bd:da::ce:ea. 

Corollario 1°. Da questa proporzione componendo risulta 
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bd+da:da::ce+ea:ea, 
ossia ab:ad::ac:ae, 

ecosì anche AB:BD::AC:CE. 

Coronario 2°. Due rette AB, CD (fig. 78) sono tagliato in 
parti proporzionali ila un numero qualsivoglia di parallele AC, 
EK, GH, ecc., di modo die si avrà 

ae : cf : : eg : fu : : GB :m> : ; , ecc. 



Fig. 7S. 




Infatti se le rette AB, CD sono parallele, la proposizione ì: 
manifesta, essendo allora 

AE=CF, EG=FII, ecc. 

Se poi io rotte AB, CD non sono parallele, esse s'incon- 
treranno Ìli un qualche punlo 0, enei triangolo OEF essendo 
AC parallela ad EF, si avrà OE:AE::OF:CF (coroil. ant.); e 
nel triangolo OGII sì avrà pure OE:KG::OF:FII (prop. ant.); 
queste due proporzioni avendo gli stessi antecedenti, i loro con- 
seguenti saranno proporzionali, e daranno 



Ltotized b; Cuo 



ae:cf::eg:fii. 
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Si dimostra medesimamente che 

eg:fb::gb:hd, , 

e così di seguito. 

Scolio. É chiaro, die se le parli A E, EG, GB fc 
fra loro, le parti CE, FU, II D sarehhero anche eguali. 



Inversamente: se una Tetta DE divide due lati AB, AC di 
unltrianrjolo ABC in parti proporzionali, essa sarà parallela al 
terzo lato BC (%. 79). 

Fig. 79. 



'Dimostrazione. Posta la proporzione BD;DA:;CE:EA, ti- 
rando le rette BE, CD ed osservando che la ragione BD;DA 
b eguale a quella de' triangoli BDEIDAE , e che la ragione 
CElEAè parimente eguale a quella dei triangoli CDEIDAE, 
si ricaverà quest'altra proporzione 



Ora i due triangoli BDì£ CDE avendo la stessa ragione 



Proposizione IL — Teorema. 



A 




bde:dae::cde:dae. 
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col terzo DAE, saranno equivalenti; ed avendo di più ia slessa 
base DE, avranno di necessiti la sltwn , ossia saranno 

posti tra due parallele: dunque DE sarà parallela al lato I)C. 

Proposizione III. — Teorema. 

La retta AD (lìg. 80) che divide iti due parli eguali l'angolo 
BAC di un triangolo, dividerà il lato opposto BC in due parti 
proporzionali ai lati adiacenti; di modo che sarà 

nD:DC::BA:AC. 



% so. 




Dimostrazione. Pel punto C Unsi CE parallela a DA , e 
prolunghisi BA in E: nel Inangolo HCE la retta DA essendo 
parallela al lato CE, si Ita la proporzione 

bd:dc::ba:ak (prop. i): 

Ma il triangolo ACE è isoscele; perchè a cagione dello paral- 
lele AD, CE l'angolo ACE=DAC, e l'angolo CEA— DAB, e per 
ipotesi l'angolo DAC=1)AB; dunque sarà l'angolo ACE^CEA, 
e per conseguenza il lato AE— AC; dunque sostituendo AC in 
vece di AE nella proporzione precedente, risulterà 



bd:dc:;ba;ac. 



Proposizione IV. — Problema. 



i3*;| Trovare una guarnì, proporzionale a ire rette date M , N, P 
(%■ 81). 

Ftg. 81. 




Risoluzione. Si tirino due rette indefinite AF, AG che fac- 
ciano un angolo qualunque : sopra AF si prendano AB~M e 
BC=N; sopra AG sì prenda AD=P;si tiri 1aBD,e pel punto 
C conducasi la CE parallela a BD;DE sarà la quarta propor- 
zionale ricercata; perchè nel triangolo ACE la retta BD essendo 
parallela al lato CE, sarà AB:BC::AD:DE; ossia M;N::P:DE. 

Corollario. Nella costruzione precedente, prendendo 
ADzxBC=N, la DE sarà terza proporzionale dopo M ed N, 
poiché si avrà M:N::N:DE. 
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Proposizione V. — Problema. 



Dividere mia rena data AB (lig. 82) in qualsivoglia nu- 
mero di parli eguali, per es. in cinque. 



Fi$. Si. 




Risoluzione. Dall'estremità A tiri.-i unii retta indefinita AG, 
e presa ad arbitrio una parte AC, si porti sopra AG cinque 
volte di seguito da A in G; tirisi la retta GB, e conducasi 
quindi la CI parallela alla GB; dico clic AI sarà la quinta parte 
della retta AB; perche essendo la CI parallela alla GB, si ha 
AC:AG:;Ai:AB: ma AC è per costruzione la quinta parie di 
AG; dunque AI sarà pure la quinta parte di AB. lipperò portando 
col compasso successivamente AI sopra AB, si dividerà questa 
retta in cinque parli eguati. 

Invece di portare la parte AI sulla AB; se dai punti di 
divisione C, D, E, F si tirano tanto parallele alla GB, queste 
divideranno la AB in cinque parli eguali. 

Per facilitare questa soluiìono si fa uso del metodo so- 



gùenlc: sia AB (lìg. 83) la linea da dividerei in parti eguali: 
dall' estremità A tirisi comunque la retta indefinita AD, e dal- 
l'altra estremità B conducasi la indefinita BC parallela ad AD; 
sopra ciascuna .ielle parallele AD, BC si porti lo stesso numero 
di parti eguali, cominciando da A nella prima, e da B nella 
seconda; uiiiscansi i punti di divisione per ordine colle rette 
AC , (1) (4) , (2) (3) , . . . . ecc. ; questo rette saranno tutte 
parallele fra loro, e divideranno la reità AB in tante parli 
eguali, quante sono lo parti prose sopra AD 0 BC. 



Per un punto G (lìg. 8'j) dato in un angolo BAC, condurre 
una reità DE di modo che le parli GD, GE comprese ira il punto 
dato G ed i lati ilcll'awjnhi fieno uguali. 



Fig. SS. 




Proposizione VI. — Problema. 



Fig. Si. 




Risoluzione. Tirisi G F parallela al lato A C , prendasi 
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Fd=XF, e pei punti D, G conducasi la rella DGE, questa 
sarà la retta dimandala : perelù essendo FG parallela ad AE, 
si avrà 

af:fd::eg:cd; 

dunque a cagione di AFzrFD, sarà pure EG— GD. 

Seolio. Il problema non sarebbe punto più difficile, se le 
parti EG, GD dovessero stare Ira loro in qualsivoglia altra ra- 
gione: infatti basterebbe allora prendere FI) in modo che fa 
ragiono di AF alla FD fosso eguale alla ragione data delle parti 
EG, GD. 

PitorosiziONE Vii. — Problema. 

Dividere una retta data Ali (fig 85) nella stessa prnpor- 
xione in cai è divisa un'altra retta data AC nei punti D, F. 



Kj. SS. 




Risoluzione. Si disponga la retta Ali in modo che formi 
qualsivoglia angolo colla retta divisa AC; tirisi HC, c dai punti 
D, F conducansi DE, FG parallele a BC; queste divideranno la 
retta \B in parti proporzionali allo parli di AG; pci eho~a cagione 
delle parallele.si ha AE:EG::A»:DF, ed EG:GB: :DF:FC. 



Diqitizefl 0y_Oxigle. 



PnOPOSiziOiNE Vili. — Teorema. 



Due triangoli ABC , CD E (fig. 80) equiangoli tra loro, hanno 
i lati omologhi proporzionali, e sono simili. 



Dimostrazione. Sia l'angolo BAC— CDE, l'angolo ÀBC=DCE, 
e l'angolo ACB=DEC, dico che sarà 



Dispongasi i lati BC, CE in linea rotta, o si prolunghino i 
lati BA, ED iìn che s'incontrino in F; l'angolo ACB essendo 
eguale a DEC, la retta AC sarà parallela ad FE; similmente 
l'angolo ABC essendo eguale a DCE, la retta CD sarà parallela a 
BF; dunque la figura ACDF È un parallelogrammo. 

Ora nel triangolo BFE a cagione di AC parallela al lato FE , 
si avrà 



e nello stesso triangolo BFE a cagione di CD parallela al loto BF, 
si avrà 



Fi,j. SG. 




bc:ce:;ab:d:c::ac:de. 



bc:Ce::ba:Af=cd 



BC:CE::FD ossia AC :DE ; 
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queste dna proporzioni arenilo comune la ragione UC!CH1 , danno 
anche BA;CD::AC:DE; dunque sarà 



Corollarie. Due triangoli sono simili allorché hanno sola- 
mente due angoli ris peli iva melile eguali. 

Scolio. Nei triangoli simili, i lati omologhi sono opposti ad 
angoli eguali. 



Due triangoli ABC . W.\ : '■//<■ hi min i luti proporzionali , sono 
equiangoli tra loro, c perciò simili (lìg. 87). 



Dimostrazione. Sia BC:EF::AB:DE::àC:DF; dico che 
sarà l'angolo à=D, B=E, C=F. 

Si formi nel punto E l'angolo FEG=:B, e nel punto F si 
formi l'angolo EFG^C ; il ter/o angolo 11 sarà eguale al terzo A , 
ed i due triangoli ABC, GEF saranno equiangoli; dunque (prop. 
ant.) si avrà 



bc:ce::Bà:cd::ac:de. 



PitoposmosE IX. — Teorema. 



Fig. SI. 



n 




bc:ef::ab:eg::Ac:gf ; 



ma per ipotesi si ha 



bc:ef::ab:de::ac:df; 



queste due proporzioni avendo la prima ragione comune, e gli 
antecedenti eguali , daranno EG~ DE, e GF=DF ; dunque i due 
triangoli EGF, DEF sono eguali tra luru : ma KGF per costruzione 
6 equiangolo con ABC; dunque anche DEF sarà equiangolo e 
simile ad ABC. 

Scolio. La definizione dei poligoni simili racchiude due con- 
dizioni; ma pe' triangoli basta una condizione sola: poiché in 
queste figure la proporzionai ila de' lati e conseguenza necessaria 
della eguaglianza degli angoli, e viceversa; la qua! cosa più non 
ha luogo quando i lati sono più di tre : infatti nei quadrilateri , per 
esempio , si può alterare la proporzione dei lati senza cangiare gl< 
angoli, e si possono cangiare gli angoli soma alterare i lati. Onde 
nei quadrilateri e nelle ligure di un maggior numero di lati, sono, 
per la loro similitudine' generalmente necessarie le due condi- 
zioni date nella definizione. 



Due triangoli , che hitnm mi ttinji,h eguale compreso tra lati 
proporùotiali , sene simili (lig. 88). 



Dimostrazione. Sia l'angolo A=D, e sia di più AB: DE: : AGIDF; 



Proposizione X. — 



Teorema. 



Fin. SS. 
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Sì 

// frangole ABC sarà simile a DEF. Prendasi AG=DE, AH=DF, 
e tirisi Gii; il triangolo AGII sarà eguale a DEF; epperò sarà 



dunijuc (j*'op. i) fili ó parallela a liC; epperò sarà l'angolo 
AGH=B, e l'angolo AHG~ C, ed il triangolo AGII sarà simile 
a! triangolo ABC ; dunque DEF, clic è eguale ad AGH, sarà anche 
simile ad ABC. 

Corollario. In qualsivoglia triangolo ABC la reità GII paral- 
lela al lalo I)C, separa il triangolo AGII simile ad ABC. 



Due triangoli sono simili, allorché hanno i luti rispetti- 
vamente paralleli (Zig. 89). 



Dimoìtmùone. Sia AB parallelo a DE, AC parallelo a DF, 
e BC parallelo ad EF ; sarà l'angolo A— D , B— E , C=F ; perchè 
questi angoli hanno due a due i lati paralleli e. l'apertura volta 
* dalia stessa parte ; e se il lato AB è' parallelo a ah , AC parallelo 
a gi , e BC parallelo ad ih , allora sarà l'angolo A — p , B=A , e 



ab:ag::ac:ah ; 



Proporzione XI. — Teoroma. 



Fig. SS. 




Ltj[:o:i b-, C 



(bri; perchè questi angoli hanno due a due Ì iati paralleli, 
l'apertura volta in parli contrarie; dunque ecc. 



Phoposiziose XII. — Teorema. 

Due triangoli ABC , DEF (flg. 90) che /tarmo i loro lati 
rkjH'l li ni utente perpemlitohiri ciascuno ti ciascuni), svito equian- 
goli, epperciò simili. 



AC, ed EF a'BC: gli angoli in I, II, G saranno relìi; dunque nel 
' quadrilatero AIDH la somma À-EDII eguaglia due retti; ma I, 
somma EDF+EDH fa pure due rotti; dunque sarà l'angolo 
À=EDF. Nella stessa maniera sì dimostra elio l'angolo B— DEF, 
e l'angolo C=DFE. Dunque i triangoli clic hanno i lati perpen- 
dicolari sono ei|iiÌLi!]Lr«li. L>[ipei'eiò simili. 

Scolto. So il triangolo DEF fosse posto fuori del triangolo 
ABC, la loro similitudini; sussislcreMni edulmente; poiché se i 
lati di un triangolo esterno sono rispettivamente perpendicolari 
ai lati di ABC, essi saranno rispettivamente paralleli a quelli del 
triangolo DEK; opperò il triangolo esterno sari simile a DEF, 
ed anche simile ad ABC. 
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Pnoros%sE XIII. — Teorema. 



Due rette parallele BC, DE (fig. 91) sono tagliale in parti 
proporzionali da un numera qualunque di rette AB, AF, AG, 
AH tirate da uno stesso pania A. 



Dimostraiione. I triangoli simili ABF, ADI danno 



dunque per essere la ragione AF;AI comune ad entrambe le 
proporzioni, risulterà 

bf:di::fg:ik. 

Si dimostra medesimamente che sarà 

FG:iK::GH;KL ecc. 



Fig. 91. 




af:ai;:bf:di ; 

similmente i triangoli simili AFG, AIR 'danno 



af:ai::fg:ik ; 



■'■ Se la rena BC fosse divisa in parli eguali nei 
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punii F, G, H, la sua parallela DE sarebbe anche divisa in 
parli eguali nei punii i, K, L. Quindi deriva un altro metodo 
facile per dividere una dala rolla in un numero qualunque di 
parli eguali. 

Proposizione XIV. — Problema. 
Sonrnl fina retta dala EF (lig. 9'2) costruire un triangolo 



Risoluzione. Ciascuna delle condizioni che assicurano la 
similitudine di due triangoli può servire alla soluzione di questa 
problema: quindi si deducono i tre metodi seguenti: 

1°. Si formino in E, F gli angoli FED=B, ed EFD=C; 
il triangolo DEF sarà simile al triangolo ABC (prop. 8 eoroll.). 

2". Si faccia in E l'angolo FED— B , e si prenda la lun- 
ghezza dei lato ED quarta proporzionale alle tre rette 1SC,EF, 
AB: i due triangoli saranno simili, imrcliè avranno un angolo 
eguale compreso fra lati proporzionati. 

3". Si cerchi una quarta proporzionale alle tre rette BC, 
EF, AB, ed un'altra alle tre rette BC, EF, AC, e con queste 
due ietto si formi sopra EF un triangolo DEF, questo sarà 
simile ad ABC (prop. 9). 




FÌ S . 92. 




Proposizione XV. — Teorema. 



Se dall'angolo retto A di un triangolo rettangolo ABC 
(fig. 93) si abbassa ima perpendicolare. AD sopra l'ipotenusa: 

i" La perpendicolare Ab divide il triangolo ABC in due 
altri triangoli rettangoli ABD, ADE simili al primo, e per con- 
seguenza simili tra di loro. 

2° Ciascun cateto AB o AC è medio proporzionale fra 
l'ipotenusa BC ed il segmento adiacente BD o DC. 

8" La perpendicolare AD è media proporzionale fraidue 
segmenti BD, DC dell ipotenusa. 



Dimostrazione. 1° I due triangoli BAC e BDA avendo un 
angolo comune B, e l'angolo rotto BAC— BDA , sono simili; per 
b stessa ragione il triangolo BAC è simile al triangolo ADC; 
dunque i tre triangoli MG , BDA , ADC sono equiangoli , c simili 
fra loro. 

2° I due triangoli BAC e BDA essendo simili , hanno Ì loro 
lab omologhi proporzionali; dunque si avrà 



Fi s . 93. 




bc:ab::akbd : 



similmente i due triangoli BAC, ADC danno 



OigiiizM&yGo<|gle 



bc:ac::ac:dc; 

dunque ciascun cateto è medio proporzionale Ira l'ipotenusa ed il 
segmento adiacente. 

3° Paragonando i lati omologlii dei triangoli simili BUA , 



bd:àd::ad:dc ; 

dunque la perpendicolare AD è media proporzionale fra i due 
segmenti dell'ipotenusa. 

Scolio. Dalle due proporzioni d^tta seeonda parte del teo- 
rema precedente, si ricava 



-*2 . „„_ac 



: queste due equazioni, si avrà 



i BC=- 



AB '-t-AC 

BC ' 



e moltiplicando da ambe le parli per BC, risulterà 

BC 1 — AB 1 4-AC* ; 

cioè il quadralo dell'i/mlemtsa è ugnate ulta nomina dei quadrali 
de due caldi , il che è già stalo altramente dimostralo. 
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l'iìiiì'osi/iONE XVI. — Teorema. 



Due triangoli, i:l<<- inumo :tn anqoìo r</ti'.il? , Manno fra loro 
come i prodolli dei luti, r/i<- e/iiii-'ii'^iio l'uuq"!" eguale (fig. 9-1). 



Fig. 9*. 




Dimostrazione. Nei duo triangoli ABC, CD E sia l'angolo 
ACB= DCE; si dispongano i triangoli in mollo, die gli angoli 
eguali sieno opposti al vertice , e si tiri la retta AE; i due trian- 
goli AliC , ACE avendo il verlice comune in A , hanno la slessa 
altezza, e stanno fra loro come le loro basi BC, CE; dunque sarà 



abc:ace::bc:ce. 

Similmente sarà 



ace:cde::ac:cd. 

Moltiplicando per online queste due proporzioni, ed ommeiiendo 
il fattore comune ACE, risulterà 

abc:cde::acxbc:cdxCE. 

DigillzedD/Coogl 
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Corollario. Se i due triangoli AHC, CI)K l'ussero equivalenti, 
allora sarebbe ACxBCzrCDxCE, ossia AC:CD::CE:BC; dun- 
que se due triangoli soniM>i|mvalenti rihanno un angolo eguale, 
i lati clic contengono quest'angolo sono fra loro inversamente 
proporzionali. 



Può posizione XVII. — Teorema. 

Due triangoli simili ABC, EFG stanno fra loro come i qua- 
drati dei loro lati omologhi (fig. 95). 



% 95. 




Dimostrazione. Abbassando le perpendicolari CD, GH sui 
lati omologhi AB, F,V si avranno manifestamente le due pro- 
porzioni 

ab:ef::ac:eg, 
cd:gh::ac;EG; 

moltiplicandole per ordine, e dividendo i termini della prima 
ragione per % si avrà 

: ^::m-MK 



□igilized by Google 
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Ma i due primi termini di questa proporziono esprimono le 
rispettive aree dei triangoli ABC, EFG; dunque sani 

abc:efg::ac*:eg«::, ecc. 

Pno posi zio ne XVIII. — Teorema. 

Due poligoni simili ABCDE, FGHIK sono composti dì <m 
egual numero ili triangoli simili dittamo a ciascuno e similmente 
disposti (%96). 



Fi 2 - 96. 




Dinwstratimie. Da due angoli eguali A, F tirinsi ne' due 
poligoni le diagonali agli altri ansili; risulterà da una parte e 
dall'altra un cgnal numero di triangoli imrdesin lamento disposti; 
di più il triangolo ABC e simile al triangolo FGH, perchè l'an- 
golo B— G, ed i lati AB, BC sono proporzionali ai lati FG, GII 

per cagione d<:l:;i Miiiilil.idiui! <!-i |i:di_juiii; iìuiii|iii: -ara l'a u;l<>li> 

BCA=:GHF, e per conseguenza l'angolo AGD=FHI: ma si ha 

bc:GH::ca:hf e bc:gh::cd:hi ; 

dunque sani anche CA:HF::GI»:HI; opperò i triangoli ACD, 
FH1 avendo un angolo eguale compreso tra lati proporzionali, 
saranno simili. Si dimostrerà medesima meni e la si mi laudine 
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degli alivi triangoli, qualunque sia il numero dei lati dei poligoni 
proposi]'. 

Scolio. U propostane inversa è egualmente vera: cioè due 
poligoni sono simili, quando sono composti di un egual numero 
di triangoli simili, e similmente disposti 

Infatti dalla similitudine dei triangoli similmente posti si 
deduce facilmente l'i.^u.iplijn^ degli angoli, cioè Jfc=G, C=H, 
D~ 1, ecc., e la proporzionalità de'lali, cioè 

AB:FG::Bc:Gii::CD:Hi::,ecc; 

e cosi i due poligoni inondo gli angoli ['ispettivamente eguali, ed 
i lati proporzionali, saranno simili. 

Proposizione XIX. - Problema. 

Sul Iato FK, omologo ad A E, costruire m poligono simile 
al poligono ABCDE doto (fig. 96). 

. Risoluzione. Nel poligono dato si tirino da uno slesso angolo 
le diagonali AC, AD; si formi nel punto F l'angolo KFI=EAD, e 
nel punto K si formi l'angolo FKI=AED; le rette Fi, KI s'incon- 
treranno in 1, e FKI sarà un triangolo simile ad AED; medesima- 
mente sopro FI omologa con AB si formi il triangolo F1H simile 
ad ADC, e sopro FU omologa con AC si formi il triangolo FUG 
simile ad A GB: il poligono risultante FC.H1K sarà simile al poli- 
gono dato ABCDE. jiuivhé «infiali (Ine poligoni saranno composti 
di uno stesso numero di triangoli simili, e similmente disposti. 

PnorosmoNE XX. — Teorema. 

I perimetri ilei poligoni simili stimilo come i lati omolo- 
ghi; e le loro aree come i guadi-itti di.i luti liti/ilmint (tic. 9fii. 
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Dimosiratwne. \° Dalla serie di ragioni eguali 



ab:fg::bc:gh::cd:hi::»e:ik::ba:kf, 

si ricava la somma degli antecedenti AB+BC+CD+LE+EA, 
ossia il perimetro della prima figura sta alla somma dei conse- 
guenti Fli-J-Gll-i-ill-i-lK-t-KF, ossia al perimetro della seconda, 
come un antecedente qualunque sta al suo conseguente, ossia 
come un lato AH sta al suo omologo FG. 

2° I triangoli ABC, AGI), AOK essendo rispettivamente 
simili ai triangoli FGH, FUI, FIK, si avranno (prop. -17) le se- 
guenti proporzioni: 

Aflc:FGH::BL»:GH"«, 
acd:fhi::cd ì :hi , j 
ade:fik::de':[E' ; 



ma per cagione della proporzionalità dei lati dei due poligoni, lo 
seconde ragioni di tutte questo proporzioni sono eguali Tra loro; 
dunque s;u"iiniHi niìi'.tin i'j.'Uii!i le pnnv 1 ; cppcWi la sommo dctili 

antecedenti ABC+ACD+ADE, ossia il primo poligono starà alla 
somma dei conseguenti FGH+FHI-i-FIK ossia al secondo poli- 
gono, come un antrceJ^ilu ijiialuiKpK; ABC sta al suo conse- 
guitilo FGH, ossia come UC* sui al GII*. Dunque le aree dei poli- 
goni simili stanno Tra loro come i quadrati dei lati omologhi. 

Corollario. Se sopra i (re lati di un triangolo rettangolo ABC 
(fig. 97) presi come lati omologhi, si costruiscono Ire figure si- 
mili X, Y, Z, la figura Z fatta sopra l'ipotenusa sarà eguale alla 
somma delle altre due X, Y fatte sopra i cateti; infatti queste tre 
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ligure sono propornioniiU ni qujilrjti dei loro luti omologhi, 
cioè sarà 

z:x:y::bc , :àb , :aE'; 

ma BC^AB'+ÀC»; dunque Z=X+Y. 

Fig. 37. 
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Problemi relativi al Ubro III. 



I. Sopra ima retta data EF fare un rettangolo EFGH equi- 
valente ad un rettangolo dato ABCI) (fig. 98). 



% 98. 



Risoluzione. Si [rovi una quarta proporzionale alle ire rette 
IÌF, AB, AD, e sia EH questa quarta proporzionale; il rettangolo 
costrutto coi lati EF, EH sarà equivalente al rettangolo dato 
ABCD; poiché in virtù aella proporzione EF: AB: :AU:EH, sarà 
EFxEH:=AHxAI>. 

Per formare sopra ima iella (laLa un rettangolo equivalente 
ad un triangolo dato, si cerchi una quarta proporzionale dopo 
la relia dala, la hasc del triangolo e la mela della sua altezza: 
la reità cosi trovala sarà l'allczza del rellangolo domandato. 

II. Esprimere con due linee lo rughile di itti reltangolo A X B 
ad un altro rettangolo CxD. 
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Risultinone. Si cerchi una quarta proporzionale X alle tre 
relle B, C, I); dico che la ragione delie due linee A e X sarà 
eguale a tprella dei due rettangoli AxBcCxD. 

Malti la proporzione B:C::u:X da Cxlt=BxX; dunque 
si avrà 

axb:cxd::àxb:bxX::a:x. 

Corollario. Dunque per avere in lince la ragione di due qua- 
drali A 1 e B 1 , si cerchi una terza proporzionale X ai lati A e 
B dei due quadrali, e si avrà 

A*:B*::A':A:X::à:X. 

HI. Trovare tuia media proporzionale fra due relle date A, B 
tiie-99). 



Fin. S9. 




Risoluzione. Sopra una rolla indefinita DF si prenda DE=A, 
ed EF=B; dal punto E si alzi una perpendicolare indefinita EG, 
e dal punto 0 preso sul mezzo di DF, cui roggio OG— OD:=OF 
seghisi la perpendicolare in G; EG sarà la media proporzionale 
ricercata. Perchè il triangolo DGF essendo rettangolo in G 
(prop-iMb.*"), w avrà DE*.EG::EG:EF (prop. 15, lib. 8"), 
ossia A".EG::EG:B. Quindi risulla AxB=ÉG"; cioè il rettan- 
golo di due rclte è equivalente al quadralo latto sulla loro media 
proporzionale. 



ìoo 

IV. Costruire un ipiudrutn wpiìrtiltmtc ad un parallelogrammo, 
ad vii triangolo, ad un trapezio, o ad un poligono qualunque dato. 

Risoluzione. i° Si corchi una media |) topo rzi oliale tra la 
base e l'altezza del parallelogrammo dato, questa media sani il 
lato del quadrato equivalente al parai Elogiammo. 

2° Il lato del quadralo equivalente al triangolo dato, sarà 
la inedia prop orzi orale Ira la base del triangolo e la inrlà della 
sua altezza. 

3° Il lato del quadrato equivalente al trapezio è la media 
proporzionale ira l'altezza del trapezio e la semi-somma delle due 



I poi 



V. Costruire geometricamente la radice quadrata dì qualsivo- 
glia numero dato N. 

Ri&ohniane. t° Quando il numero dato N sarà eguale alla 
somma di due quadrati, onde sia N— rt' + i*, si formerà un 



[olo rettangoli: 
lineare, quante sono le unità aslr 
a a li rispettivamente ; l'ipotenusa 
mera il valore delia radice del nui 
se si domandasse la radice quadrata 
41= 25-4-1 6=5'-4-i', si coslruirebl 
coi cateti rispettivamente eguali a ■ 
lineari: l'ipotenusa di questo trìongt 
del proposto n. 41. Si costruirebbe 



ir ti pillili I 



golo rettangolo 
quattro unità 
ebbe la radice 



2» Quando il numero dato N sarà la somma di tre qua- 



drali, ondo sìa N=il*-^-È , -l-c , , si coslruifà un triangolo rettan- 
golo coi cateti net, l'ipotenusa di questo triangolo sarà 



Si costruirà poscia un secondo triangolo rettangolo che abbili 
por cateti la linea M e la linea c, e l'ipotenusa di questo secondo 
triangolo sarà 

y m« +■ c*=y u* A* + R 



lui. mi-i ijurintii sono Ir: mula a.-ti;iltn ilei mimen , h n.-[ ietti vii- 
mente : cosi per costruire \? si cercherà la media 
proporzionale tra due rette eguali l'una a due, l'altra a tre unità 
lineari. 

¥ Qualsivoglia numero essendo eguale aì prodotto del 
numero slesso per l'unità, si costruirà la radice quadrala di qual- 
sivoglia numero intero o frazionario cercando la media propor- 
zionale tra l'unità lineare ed una retta che contenga tante uniti 
o tante parli di unità lineare, quante sono nel numero proposto 
le unità o le parti di unità astratta. Cosi per costruire linear- 
mente Y'l-=)fl x I si cercherà la media proporzionale tra l'unità 
lineare ed una retta che contenga sette di queste unità: e si 

I cercando la media proporzionale tra 
terzi di questa unità. 



VI. Determinare una linea reità la quale sia eguale ad una 
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retta data A moltiplicata o divìsa per la radice quadrata di tm 
numero m. ■ 



Questo problema si risolverà facilmente 
A V m=fmX x =^mk X A, 

e che 

onde basterà ce; 



inedia proporzionalo noi primo caso 
A. I» A ed A. 



Vii. Date due /iguni .limili, .Minarne mia terza simile alle 
due data, ed equivalente alla loro somma, oppure alla loro dif- 
[crema. 

Rifoktione. Siena AE, FK (fìg. 100) due lati omologhi 
dulie ligure date: I" si formi un triangolo rettangolo die abbia 



per cateti AE, FK, l'ipotenusa di questo triangolo sarà il li 
omologo ilella figura equivalente alla somma delle due date; 
2" si formi un triangolo rettangolo che abbia AE por ipotenusa. 
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ed FK per cateto, l'altro cateto sarà il lato omologo della figura 
equi valente alla differenza delle duo date. Si costrurrà quindi la 
figura cercala secondo il motorio della prop. 19. 

Vili. Trovare in linee la ragione di due figure simili. 

Risoluzione. Con duo lati omologhi prosi por cateti si formi 
un triangolo rullandoli, u si abbati dal l'aiutilo retto una per- 
pendicolare sull'ipotenusa ; la ragione dei due segmenti dell'ipo- 
tcnusa sarà canali; a quella dulli! due figure simili. 

Seolio. Se le due figure date non sono simili, si trasformino 
entrambe in quadrali equivalenti, e si avranno cosi due figure 
simili, i:ioè due quadrati, sui lati de'quali si potrà operare come 
si è detto testé. 

IX. Costruire un poligono ¥ simile ad un poligono dato X, e 
che stia a questo nella ragione dì due rette dateìì, N, o ili due 
numeri dati m, n (fig. 101). 



Fig. ÌOI. 




Risoluzione. Sopra una retta indefinita AE preririansi le lun- 
ghezze EK, KA che slieno tra loro come le rette date M, N, 
oppure come i numeri dati ih, n: si alzi in K la perpendicolare 
KB, e dal punto di mezzo di A E con raggio eguale alla melà della 
stessa AE si descriva un arco di circolo, il quale tagli in B la per- 
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pendicolare KB: si compia il triangolo rettangolo AB E, tirando 
le retto HA, HE; sopra B A prendasi BC eguale ad un Iato bc del 
poligona (lato X, e tirisi CD parallela ad AE; BD sarà il lato del 
poligono cercato Y , omologo al lato bc del poligono X ; di modo 
che formando sopra BD un poligono simile al poligono X fatto 
sopra bc, si avrà 

Y:x::BD , :^c , ;:BD , :Bc;^ 

ma a cagione delle parallele CD, AE, si ha 

bd , :bc'::be':ba , ::ek;KA::m:n; 
dunque Y:x::M:N. 

Se il lato bc del poligono X fosse maggiore di BA, si pro- 
lungherebbe BA, e si prenderebbe BC =ic; BD' sarebbe in questo 
caso il lato del poligono corcato Y. 

X. Con una retta parallela alla base, dividere un triangolo <n 
due parli, le cui aree slieito nella ragione di tn:n. 

Sia ABG (lig. iO-2) il triangolo dato, si (ratta di determinare 
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AG in modo, che tirando GF parallela a BC, si abbia 



AGF1GBCF: :/»:«; 
componendo questa proporzione, si avrà 

abc:agf::»i+h:»i; 

ma per In similitudine dei due triangoli ABC, AGF 
si avrà 

abc:agf::ab , :ag'; 

onde risulterà 

«+»:»: :ab*:àg»j 

ossia 

tn-cfl «i+n 

Si determinerà dunque il punto G pel quale dee condursi GF 
parallela a BC, prendendo AG eguale alla media proporzionale 
Ira le due rette Ali e— " 

Nel caso di m=n, si avreobe 

prendendo dunque AG eguale alla media proporzionale tra AB 
ed i AB, il triangolo AGF sarebbe equivalente al trapezio GBCF. 
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XI. Per un punto B dato sai lato AC di un triangolo A CE 
(fig. -103) condurre una retta BD che dirìda il triangolo in due 
parli, che stiano tra loro nella ragione di due numeri dati m'.n; 
cioè che sia 

ABD;BCED::m:n. 



Fig. WS. 




È chiaro che il lalo AD Gl'incognita che si dee determi- 
nare; per questo si hanno due triangoli ABD ed ACE che 
hanno tm angolo eguale in A, e danno perciò (prop. 16) la 
propo ri ione 

abd;ace::abxad:acxae; 

ma per ipotesi si ha 

ABD:ACE;; m :m-*-n; 

onile risulterà 



abxad:acxae::»ì:m-(-h, 



m 

ossia 

(m+n) ABx AD=wiACx AE, 

e quindi 

Ini-h») AB:mAC::AE:AD; 

Ontle pur soilili-i.u r .ili, ciiiiiliziimn il<>] |U'iibl<>m;i 1ì:>iwii.ti:!iIm' 
prendere AD egunlo alla quarta proporzionale dopo le tre rotte 
(m+n)XE, mAC, ed A E. 

Se la ragioni' d;ila m'.n l'uste cnijie 1:2, allora AD sarebbe 
quarta proporzionale alle Ire rette SAB, AC, AE. 
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LIBRO QUARTO 



Proprietà del circolo c delie lince rclle in esso considerale: 
misura degli angoli. 



I. Chiamasi segmento di cìrcolo la parie di un circolo com- 
presa tra un orco EHF, oppure E\IF (lìg. IDìt e la suo corda 
EF. La conia è la base del segmento. La medesima baso ap- 
partiene sempre a due segmenti, la cui somma forma un cir- 
colo intiero. 



Definitk 



% tOi. 




li. Dir.esi Sellare la parie di un circolo compresa tra un 
arco EHF ed i due raggi CE, CF condotti alle due estremila 



dell'arco medesimo. L'orco che [ermina il settore può essere 
minore o maggiore della ruma eireonlerenica , come vedesi in 
CEHF, ed Ìli CEHF rispetti vamen te. !l se mi -circolo é un set- 
tore terminalo da un arco eguale alta sem i-circo nferen za. 

IH. Segante è una corda prolungata fuori della circonferenza 
che essa taglia in due punti, come AB (fìg. 104). 

IV. Tangente e una retta che ha un solo punto comune colla 
circonferenza, come NP. Il punto M comune alla retta ed alla 
circonferenza dicesi punto di coniano. 

La tangente può considerarsi anni! una segante, i cui due 
punti d'intersezione colla circonferenza si riuniscono in un 
solo. 

V. Similmente duo circonferenze diconsì tangenti quando 
hanno un solo punto comune. Il contallo di due circoli può 
essere intorno od esterno. 

VI. Chiamasi angolo inscritto nel circolo quello che ha il 
vertice sulla circonferenza, ed ò compreso fra duo corde; le 
corde stesse diconsi anche lince inscritte nel circolo. 

Diccsi poligono interino, quello i cui angoli hanno tulli il 
vertice sulla ci reo ufo re usa. li) questo caso il circolo dicosi circo- 
scritto al poligono. 

Poligono circoscritto è quello , che ha tutti i lati tangenti alla 
circonferenza; in questo caso il circolo si dico inscritto nel 
poligono. 

VII. Duo circoli sono eguali, allorché hanno un egual raggio; 
altrimenti sono dileguali, ma sempre simili. 

Nei circoli iliscgunli , due segmenti, o due settori, o due 
archi sono simili, quando i loro rangi. estremi formano nei loro 
centri angoli eguali. 

Scolio. È manifesto: -1" die un diametro qualunque ÀB 
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(fig. 105) divide il circolo e la sua circonferenza in ilue parti 
eguali. In latti piegando la figura secondo la direzione di AB , e 
facondo girare la parlo superiore Ai'B attorno al diametro AB, 
finche questa parte venga ad applicarsi sopra la parte inferiore 
AEB; le due parli della circonferenza coincideranno , e si con- 
fonderanno perfettamente insieme; altrimenti la circonferenza 
avrebbe i suoi punii inegualmente dialanti dal centro, il che sa- 
rebbe in contraddizione colla definizione del circolo. 

2». Che una corda qualunque AD è sempre minore del 
diametro; giacche essa è sempre minore della somma de' due 
raggi CA, CD tirali alle sue estremità. 

3°. Che una rotta non puù incontrare la circonferenza di 
un circolo in più di due punii, perche da un punto ad una reità 
non possono tirarsi tre rette eguali (libro 1°, prop. 19, corali. -°, 
penultimo alinea). 

4°. Che due circoli descritti nello stesso piano con lo 
stesso centro e lo slesso raggio , coincidono in tulli i loro punii e 
formano un solo circolo. 



% 195. 




5°. Che due circoli concentrici CAM, CBN (fig. -106) cioè 
descrìtti in uno stesso piano, e dallo stesso centro C con raggi 
CA, CB diseguali, avranno le loro circonferenze dappertutto 
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equidistanti ; e p parti queste non potranno né tagliarsi , uè toc- 
ca rei. 

Rj. me. 




La superfìcie piaiiii couipiTsii l.r.i line ri r conferenze concen- 
triche AM, UN, chiamasi corona circolare. 

PROPOSIZIONE [. — Teorema. 

Nello slesso circolo, od in cìrcoli eguali, gli angoli eguali 
falli al centro ACB , E(ÌF insistono ad archi eguali ; e viceversa 
gli archi eguali AB, EF corrhpondnno ad angoli al centro eguali 
<fig. 107). 

flj. 107. 




Dimostrazione. Ì°. Facendo coincidere i due angoli eguali 
ACB, EGF, il centro G cadrà sul centro C, ed a cagione dei 
raggi eguali il punto E cadrà in A, il punto K in B, ed i due archi 
Ali, EF coincidendo nello loro estremili, coincideranno in tulli 
i loro punii, altrimenti i raggi non sarebbero eguali. Dunque ecc. 
2#I due archi AB, EF essendo eguali c descritti con lo 
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stesso raggio, si ponno sovrapporre c coirci dendo gii archi, le 
corde AB, EF coincideranno anche, e saranno perciò eguali; 
dunque i triangoli A C B , EGF avranno i la Li ri spelli va man te 
eguali, e saranno per eoii-egiieii/a canali Ira loro, eppcrn l'augniti 
ACB sarà eguale all'angolo EGF. 

Scolio. L'arco 151 , maggiore tli EF , corrisponde ad un angolo 
al centro EG1 maggiore ili EGF, e pur eoiisi.'gUL'iiza ad una corda 
EI maggiore della eorda EF (prop. S, lib. 1.): viceversa una 
corda EI maggiore di EF corrisponde ad un angolo al centro EG1 
maggiore di EGF, e per conseguenza ad un arco F-l inn^iorc 
dell'arco EF. Dunque nello stosso circolo od in circoli eguali, ad 
ardii maggiori corrispondono corde maggiori, e viceversa: 
ciò vale quando gii ardii elio si mettono a confronto sono 
entrambi minori della mezza circonferenza: arriverebbe il con- 
trario se fossero entrambi maggiori della mezza circonferenza. 

Proposizione II. — Teorema. 

Il raggio CD perpendicolare ad ima curda AB , divide per 
metto la corda e l'arca sotteso (fig. 108). 



Fi : i. WS. 




Dinwslrationc. Tirando i raggi CA , CB, il triangolo ACB è 
isoscele; dunque la perpendicolari» CD abbassata dal vertice sulla 
base dividerà per mezzo la baso e l'angolo del vertice (prop. 16, 
lib. 1); opperò sarà AE=E11, l'angolo ACD=DCB, e per con- 
seguenza l'arco AD— DB (prop. ant.). • 
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Corollario 1°. La perpendicolare condotta sul mezzo di una 
corda passa pel centro del circolo, e per meno dell'arco sotteso 
dalla corda. 

Quindi si deducono i metodi seguenti: 

{'. Per dividere un arco di circolo in due parti eguali, 
si conduca una perpendicolare sul mezzo della sua corda; questa 
perpendicolare dividerà pei' mezzo l'arco e l'angolo corrispondente 
al centro. 

2° Per trovare il centro di un circolo dato, o più gene- 
ralmente di un arco dato di circolo ABC (fig. 109] , si conducano 
le corde AB, BC, e pe'punli di meno D, E si conducano le per- 
pendicolari DO, EO: il punto 0 in cui esse s'incontreranno sarà 
il centro del circolo o dell'ureo dato. 

Fig. 109. 



3*. Per far passare una circonferenza di circolo per tre 
punti dati A, B, C (fig. 109), si uniscano questi punti due a 
due con le rette AB, BG, e pc'puntì di mezzo di queste si con- 
ducano le perpendicolari DO, EO: il punto 0, dove esse s'in- 
contrano, sarà egualmente distante dai tre punti A, B, C, e 
per conseguenza la circonferenza descritta dal punto 0 come 
centro, col raggio OA, passerà pei tre punti dati. 

Se i Ire punti dati fossero in linea retta sarebbe impos- 
sibile il condurre per essi una circonferenza di circolo, poiché 
una retta ed una circonferenza di circolo non ponno avere più 
di due punti comuni; allora iiil'ulli la costruzione precedente 
riesce illusoria, poiché \a duo perpendicolari DO, EO essendo 
parallele non hanno alcun punto comune 0. 
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Quando i punii dati nun sono in linea rolla non si può (ro- 
vaio che una sola posizione pel lenirò ed un solo valore pel raggio 
del circolo domandalo : onde per ire punti dati può passare una 
sola cìrcoo l'erenza di circolo; ossia due circonferenze di circolo 
non possono avere tre punii umilimi senMi toiifondei'si insieme. 

Corollario ì". Gli archi AD, BE (tìg. 110) compresi ira 
due corde parallelo AB , UH suiw eguali; perchè tirando il raggio 
CU perpendicolare ad una delle corde, esso sarà pure perpendi- 
colare all'altra; dunque sarà AH=BH, MI— EH, e per conse- 
guenza AH— DH=BH— EH, ossia AI)=BE. 




Se due eiiw>iftreti:e si' tagliuim in due putiti (fig. I H e 
US) , la retta che passa Jiei loro centri sarà perpendicolare sul 
mezzo ilella corda comune AB. 



% III. t'iij. Hi. 




Dimostra: ione. Se sul mezzo della corda comune AB s'in- 
nalza una perpendicolare-, essa dee passare per ciascuno dei 



sarò una sola linea rella; dunque la t'olia CD , che unisce i due 
centri, sari perpendicolare sul mazzo della eorda comune AB. 

Scolio. Allorquando due cìrcoli ferendo sì tagliano si può 
sempre formare un triangolo, i cui luti sono rispettiva mente 
eguali ai raggi de'duc circoli, ed alla disianza rie' loro centri: 
ora, pernhc questo triangolo sia powa'hile, è necessario che la 
maggiore di queste Ire rette sia minore della somma delle altre 
due: so questa condizione non e soddisfatta , le due circonfe- 
renze non pomio tagliarsi. 

Pboposizioke IV. - Teorema. 

Due cordi: eijitnti «in» e<iual menti: lìi-liiiin dal centro; e 

di due corde disci/uali. In- minori- è la più distonie dal centro 
(flg. US). 

Hj. 113. 




Dimostrazione. 1°. Sia la colila AB— UE; i triangoli ,tCB, 
HCE avendo i tre lati rispettivamente eguali, saranno eguali fra 
loro; dunque le loro alle/.ze, cioè le perpendicolari Or', CG 
die seguano lo distanze dal centro alle corde, saranno eguali. 
Dunque le corde eguali sono egualmente distanti da! centro. 

2°. Sia la corda UN minore della corda AB; t'arco MN 
sarà anche minore dell'arco AB, e prendendo l'arco AlfcMN, 
le due corde AH, MN saranno eguali, ed egualmente distami 
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dal eentro (dim. aut.); ma la corda AH e più disiatile dal contro 
die la conia AB; dunque anche MN san più distante dal centro 
che ìa conia Ali; eppci'ò ili due coi'de diseguali, la minore è 
più disiarne da! centro. 

- IWosihohb V. — Teorema. 

Im retta BD perpendicolare all'etileni irà del raggio CA , è. 
tangente al circolo (lig. 114). 




Dimostra -.ione, l'rrmhsi sul!;) Ili) un punlo qualunque E, 
e conducasi la CK; qucsia, perchè obliqua, sarà maggiore della 
perpendicolare ossia del raggio CA; il punto E sarà dunque 
fuori del circolo, e la mediai ma il ini osi razione valendo per latti : 
i punti della BD differenti dal punto A, quest'ultimo punto sarà 
il solo che sia comune alla BB ed alla circonferenza: opperà 
la retta BD ò tangente alla circonferenza. 

Inversamente: La tangente BD e perpendicolare a! raggio 
CA condotto al punto di contatto: perchè il raggio tirato al 
punto di conlatto è la più corta retla che si possa tirare dal . 
centro sulla tangente. 

Corollario !°. So pei punto di contatto si alza una per- 1 
pendicolaie alla tangente, questa perpendicolare passerà pel 
centro del circolo, e prolungata ìia-laiiti/inciito dividerà il circolo 
u la sua ci remi fere ni a in due parti eguali. 
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Corollario 2°. Gli ardii DH, EH (fig. 115) compresi fra. la 
tangente FG e la conili DE ad essa parallela, sono eguali; 
perche il raggio CU perpendicolare alla tangente FG, è anche 
perpendicolare sulla corda parallela DE; ende risulterà DH=Ell 
{prop. 2). 

So due tangenti VG, 1K sono parallele, i loro punti di 
contatto 11, L saranno diauiijlvylriiente opposti, e divideranno la 
circonferenza in due parti eguali, cioè sarà HAL=I1BL. 



Fig. 1/5. 




Proposizione Vi — Teorema. 

Se due circoli sono tangenti Fano all'altro interiormente o 
esteriormente (%. HS), i loro centri C, D ed il punto di con- 
tallo A sono posti sopra unti medesima retta perpendicolare alla 
tangente comune AE. 



Fig. 116. 




Dimostrazione. Se dal punto di contatto A si alza una per- 
pendicolare alla tangente comune AE, questa perpendicolare dee 
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passare per ciascuno de'due centri C, D; dunque i Ire punti 
C, D, A sono sopra una slessa cella perpendicolare alla lai)- 
gente AE comune ai due circoli. 

Seolio. Se due circonferenze di circolo si toccano interior- 
mente od esteriormente , la distanza ile'loro cenici è uguale a)la 
differenza od alla somma rie'raggi e viceversa. 

Proposizione VII. — Teorema. 

Se due angoli ACB, DEF (lìg. 117) slamo ira loro come 
due numeri intieri, gli archi AB, DF compresi Ira i loro lati, 
e descritti dai loro vertiri rinite centri ani mytjì eguali , staranno 
tra loro tome questi stessi numeri, e si avrà la proporzione: 

angolo ACBIangoIo DEFIIarco ABIarco DF. 




Dimostrazione. Suppongasi che i due angoli ACB, DEF 
sieno fra loro come 5 al 3, e ciò che torna allo stesso, sup- 
pongasi che l'angolo M, loro comune misura , sia contenuto :> 
volte nell'angolo ACB, e 3 volle nell'angolo DEF; i piccoli 
angoli ACn, nCp ecc. DE», sE( ecc. essendo eguali, gii archi 
corrispondenti A», np ecc. Ds, U ecc. saranno anche eguali fra 
loro; dunque l'arco inlero AB starà all'arco intero DF come 5 
al 8; dunque la ragione degli angoli è eguale a quella degli 
archi, cioi sarà 

ang. ACBlang. DEF:: arco ABIarco DF. 
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Lo slesso ragion amen lo può applicarsi a qualunque altra 
ragione diverso dalla supposta 5 al 3, purché sia espressa da 
due numeri interi. 

Scolio. Viceversa: se gli archi AB, Dt' fossero fra loro 
come duo numeri interi, gli angoli ACB, DEr' starebbero tra 
loro come gli stessi numeri, e si avrebbe sempre 



Perchè ai piccoli archi eguali tra loro corrispondono pic- 
coli angoli parimenti eguali tra loro. 



. Qualunque sia la ragione di due angoli ACit. DEF (fig. 1 1 8), 
assi saranno san/ire fra loro come gli archi Al!, DK compresi 
tra i loro luti e defediti dai laro vertici come centri, con raggi 
eguali. 



acb:def::ab:df. 



Proposizione Vili. — Teorema. 
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D'moslraihne. Ritenendo i u 
licite enunciata nel teorema, si ili 
X della proporzione 



li della prò por - 
quarto termine 



ang. ACHIang. DEF::arco AB:X 
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non può essere maggiore né minore dell'arno DF. Infatti se fosse 

ACB:DEF:;AB:DO maggiore di DF; 

dividendo l'arco AB in parti eguali, e minori di FO (il che si 
può agevolmente eseguire ripetendo la divisione per 2), e por- 
tando col compasso una di queste parli successivamente sul- 
l'arco DO, vi cadrà almeno un punto di divisione I tra F ed 0; 
tirando il raggio EI, a cagione degli archi commensurabili AB, 
DI si avrà 

acb:dei::ab:dl 

Questa proporzione e la precedente avendo gli sfessi ante- 
cedenti, daranno la seguente: 

def:Dei::do:di 

che è una proporzione vi-ihitmente assurda, perchè DEF è 
minore di DEI, mentre DO e maggiore di DI. 

Dunque il quarto termine X non può essere maggiore del- 
l'arco DF. Si dimostra medisi ni lì mente che lo stesso quarto ter- 
mine non può essere minore di DF. 

Dunque sarà X— arco DF; è qualunque sia la ragione dei 
due angoli, starà sempre la proporzione 

ang. ACB: ang. DEF: : arco Ali; arcoDF. 

Corollario. Prendendo per unità degli angoli un angolo de- 
terminalo, por esempio l'angolo retto, e per unità degli archi 
l'arco corrispondente, cioè il quadrante descritto con un determi- 
nalo raggio, e misurando ri.-pi! Il iv;mi etite con queste due unità 
un altro angolo qualsivoglia, e l'arco compreso fra i suoi lati e 
descritto col raggio del quadrante; si troverà che slarà l'angolo 
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proposto all'angolo retto, come l'arco proposto sta al quadrante: 
opperò l'angolo e l'arco corrispondente verranno espressi dallo 
Stesso numero. Ogni angolo li» dunque per misura l'arco com- 
preso fra i suoi lati, o più chiaramente: ogni angolo contiene 
tanta parte dell'angolo retto, quanta ò la parte di quadrante 
co mi; unta nell'arco clic chinili; l'imbolo proposto. 

Scotio -1°. Per facilitare la misura desili angoli, si divide la 
circonferenza del circolo in 3fi0 parti eguali, clitt chiamarsi gradi; 
ciascun grado si divide pure in (HI parli uguali, che diconsi minuti 
primi, o solamente minuti; il minuto si divido in (IO secondi, 
ed il secondo in 60 mimai terzi ecc. Secondo questa divisiono il 
quarto della circonferenza, ossia il quadrante, contiene 00 gradi, 
che sono la misura di un angolo retto; un angolo di 45 gradi 
sarà semiretta, e quello di :ìO gradi sarà il Krzo di un retto. 

I numeri che esprimono gradi, minuti, secondi ecc., si 
contraddistinguono co' segni °, ', " ecc., scritti alla destra dei 
numeri medesimi a modo di esponenti: cosi l'espressione 45' 
4' 18" indica un arco o un angolo di 45 gradi, 4 minuti, 18 

Questa e l'antica divisione detta seMUgcsimaìe, di cui gene- 
ralmente si la uso presso tutte le nazioni. Nella nuova divisione 
chiamata centesimale, e di cui si servono alcuni scrittori fran- 
cesi, la circonferenza è divisa in 400 gradi; epperò l'angolo 
retto o il quadrante è di 100 gradi; ciascun grado si suddivide in 
1011 mimili, ed il minuto in 100 secondi- 
li numero 360 avendo più divisori che il 400, vi ha un 
maggior numero di archi aliquoti della circonferenza espressi 
in numeri intieri nella divisione sessagesimale, che non nella 
divisione centesimale', uni quest'ultima essendo conformo al si- 
stema decimale di numerazione, rende più agevoli i calcoli, e 
dispensa dall'uso de'numeri complessi. Tuttavia per uniformarsi 
all'uso stabilito servirà in questo trattato la divisione scssage- 

lln arco espresso in gradi scssagrsimali si esprime in gradi 
centesimali, riduccndo prima i minuti ed i secondi in fraziono 
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decimale di (trailo, e moltiplicando poi tulio per viceversa 
un arco espresso in gradi centesimali, si riduce alla divisione 
scasa gesimale, moltiplicandolo per ^ e rìduccndo poi le fra- 
zioni decimali in minuti e secondi. 

Scolio 2°. In ciascun arco conviene accuratamente distin- 
guere l'ampiezza dell'arco dalla sua lunghezza assoluta: la prima 
dipende dalla" ragione dell'arra proposto col)' intera circonfe- 
renza, O imi) dal roggio con cui e descritto, e viene espressa 
dal numero dei gradi, minuti e secondi che esso contiene: la 
seconda, cioè la lunghezza assoluta, dipende insieme e dall'am- 
piezza dell'arco e dalla grandezza del raggio, con cui l'arco e 
slato descritto. La misura degli angoli si desumo dall'ampiezza 
degli archi corrispondenti e non dalla loro lunghezza assoluta. 

PnoposiziosE IX. — Teorema. 

Ogni angui» inscritto in un circolo ha per misura la metà 
dell'arco compreso Ira i suoi lati (!ig. 119). • 
%. 119. 



Dimostrazione. Il centro C può essere sopra un lato del- 
l'angolo, donlro l'angolo, o fuori dell'angolo inscritto. 

i*. Se il centro C è sopra un lato dell'angolo BAH, 
tirando il raggio CU, l'angolo BCE esteriore al triangolo BCA 
!■ eguale alla somma de'due interni BAC, CBA; ma il trian- 
golo BC\ essendo isoscele, l'angolo BAC— CBA ; dunque l'an- 
golo Bi:E è doppio dell'angolo DA E. Ora l'angolo al centro BCE 
ha per misura l'arco HE (prop. anL corali.), dunque l'angolo 
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BAE avrà p r misura la metà dell'arco BE. Similmente l'an- 
golo DAE avrà per misura la mela dell'arco ED. 

2". Se il centro G è deuiro l'angolo BAD, tirando il 
diametro Ali, l'angolo BAE lia per misura la mela dell'arco HE, 
e l'angolo EAD lia per misura la meta di ED; dunque lulto 
l'angolo BAD avrà per misura la mela dell'arco BD. 

3°. So il centro C 6 fuori dell'angolo BAD (fig. 120) 
tirando il diametro AE, l'angolo BAE ha per misura la metà 
di BE, e l'angolo BAE la metà di DE; dunque la loro diffe- 
renza BAD avrà por misura la mela di BE meno la metà di 
DE, ossia la metà di Bl). 

Dunque qualunque angolo inscritto ha )>cr misura la metà 
dell'arco compreso fra i suoi lati. 



Corollario \". Tutti gli angoli BAC, BDC, BEC ecc. (fì R . 121) 
inscritti nello stesso segmento, sono eguali, perchè hanno tutti 
per misura la metà di uno stesso arco BOC. 



Fig. 120. 




Fin. 121 




Corollario 2°. Ogni angolo BAD (fig. inscritto nel 
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semicircolo, è un .ingolli cello; perchè Ila por misura la metà 'iella 
mena circonferenza, ossia il quarto della circonferenza intera. 

Dunque in un seniicircolo, qualunque retta AE perpendi- 
colare al diametro, è inedia proporzionale Ira ) due segmenti 
BE, ED del diametro (prop. 15, lib. 3); e qualunque corda 
BA condotta da un estremità del diametro, fi media proporzio- 
nale Ira il diametro lìD ed il segmento adiacente }!E; quindi 
se due o più corde avessero un' coirci ni là comune col diametro, 
i loro quadrali starebbero fra loro, come i rispettivi segmenti 
del diametro compresi Ira l e. tremila comune e le perpendi- 
colari calale dalle altre estremila. 



Fi}. 192. 




Corollario 3°. Qualunque angolo BAC (fig-123) inscritto 
in un segmento maggiore del semicircolo, è un angolo acuto, 
e qualunque angolo BOC inscritto in un segmento minore del 
semicircolo, e un angolo olluso. 

Fig. m. 




Corollario 4". I due angoli opposti Dot) di un quadri- 
latero BOCD inscritto nel circolo, riuniti, eguagliano due retti- 
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Scolio. Colla storia del coroll. 2° precedente si panno enun- 
ciare noi modo seguente le soluzioni dei due problemi già risoluti 

'.-I lil- 1 ■ .ilt,f. |. r r[.*>i-1n->jljf- ili . •ii^init.'i .li noi 

retta; o trovare lina media pi-opDrzioniile tra due rette date. 

1». Per aliare una perpendicolare all'estremità B di una 
reità tinta Ali (t\g. 1 -2 l'j, ili: un centro qualunque C si descriva una 
circonferenza, che passi per lì e per un altro punto D della iella 
data, si tiri il diametro DE, e quindi la retta BE, questa sarà 
la perpendicolare ricercala. 



Fig. Ili. 




1' Per trovare una media proporzionale Ira due relle date 
A e B (fig. 125), prendasi DE=8,EF=A, descrivasi sopra DF 
una mezza circonferenza, e dal punto E si alzi la perpendicolare 
EG, questa sarà la media proporzionale ricercala. 



Fig. US. 




Proposiziopìk X. — Teorema. 
L'angolo BAC fatto da una tangente BA e da una corda AC, 



Diflilizcd b/Coogli 



ha per misura la mai ife/f arco AMG compreso ira i suoi lati 



Dimostrazione. Tirando dui punto di contallo A il diametro 
Al), l'angolo RAD sarà retto (prop.5), ed avrà per misura la 
metà della mena circonferenza AMD; l'angolo DAC ha per mi- 
sura la meta di DC (prop. ànt.); dunque l'angolo telale BAC 
avrà per misura la mcUì dell'orco totale AMG. 

Medesimamente l'angolo CAE ha per misura la meta del- 
l'arco AC compreso ira i suoi lati; perche l'angolo GAE e la 
differenza Ira l'angolo retto DA E e l'angolo DAC, dunque avrà 
per misura 



ACD CD AC 

2 2 — ir 



Proposizione XI. — Teorema. 

L'annoto BAC (lig. 127), che ha il vertice A Ira ti centro 
e la circonferenza, ha per misura la metà dell'arco BC compreso 



(f.g. 126). 



Fig. m. 
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fra i suoi In/i, più la metà dell'arco ED compreso tra i prolun- 
gamenti degli stessi tali. 



Fig. 127. 




Dimostra-ione. Dal punto D tirisi la corda DF parallela ad 
KG; l'angolo BAC espellilo eguale all'angolo llllf , avrà la flessa 
misura di questo, cioè la metà dell'arco BCF, ossia la metà 
de'duc archi BC, ED; giacchi per cagione dolio parallele liF, 
EC l'arco CF=ED. 

Proposizione XII. — Teorema. 

L'angolo BAU (fig. 128) compreso fra ave seganti che si 
tagliano fuori del circolo , ha per misura la metà della differenza 
dei due archi BC, DE compresi Ira i suoi lati. 



Fig. 128. 




Dimostrazione. Dal punto D tirisi DF parallela al lato AC : 
l'angolo BAG essendo eguale all'angolo BDF , avrà la stessa mi- 
sura di questo , cioè la. meta dell'arco BF ; ma BF È la differenza 
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degli archi BC e FC, oppure degli archi BC c DE, giacchi 
FC— DE per cagiona delle parallele DF , EF ; dunque la misura 
dell'angolo BAC t la semi-diuWn/.a de'due nielli opposti BC, 
DE compresi Ira i lati dell'angolo. 

Scolio. L'angolo AOC (fig. 129) compreso fra una segante 
OC ed una tangente OA, ha anche per misura la semi-differenza 
de' due archi AC, Al) compresi tra i suoi lati: e si dimnslra 
medesima me nlc prolungando la tangente OA e tirando dal punto 
A una corda parallela al lato OC. 

Fig. m. 



E l'angolo BAD (fig. 130) formato da due tangenti allo 

slesso circolo BDE, ha ancora per misura la semi-differenza dei 

... . , BED BD 
due archi compresi tra i suoi lati, cioè — — g- : e si di- 



mostra coni!": nel c-.k-o ili (\uc. yg,i 
contatto di una delle tangenti 



ramlo ,: 



ì dal punto di 
corda parallela all'altra 




Proposizione XIII. — Problema. 
Per m fumo dato sulla circonferenza di un circolo, o fuori 
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di questa circmtfcrenia , condurre una tangente alla circonfrreinn 
medesima (lig. i3fl). 

Risoluzione, Sn il punto dato si Uova sulla circonlerenza, 
per esempio in B, lirisi il raggio CB al punto dato, e per lo 

>lniiin punti) si iii/i ISA jìiii'iii.T'JiliiM'Iiiiv ili l'agjjin ril. ijiri'flii per- 
pendicolare sarà langenle al circolo (prop. 5). 

Se il pinilo dalo è fuori del circolo, per esempio, in A, 
limi dal centro C la reità CA, e dividasi per inetto in 0; dal 
centro 0 col rj^io MI") deprivasi una circmiI'tTenz;! . diri taglierà 
la circonferenza data in line punti [t, I); lirinsi le rette AB, 
AD: queste saranno ambedue tangenti a! circolo dato EBD. In- 
fatti tirando il raggio CB, l'angolo CBA sarà retto, siccome 
inscritto nel scmicircolo ABC, e la AB perpendicolare all'estre- 
mità del raggia CB, sarà tangente al circolo EBD; si dirà lo 
6 lesso di AD. 

Si vede da questa costrizione medesima, die da un pmilra 
preso fuori di un circolo, si possono tirare allo stesso circolo 
due tangenti eguali AB, AD. 

Proposizione XIV. — Problema. 

Sopra una retto data BD dtwriivrc u,t tiymento di circolo 
rapai:,' ili un annoio dato V (fìg. 131). 



Fig. iSI. 




Risoluzione. Facciasi l'angolo 1)BH=F; sul mezzo di BD si 
ahi la perpendicolare EC, c pel punto B lirisi BA perpen- 
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dicolare a BH ; dal punlo d'incontro C corno centro , col roggio 
CB descrivasi un circolo; il segmento ricercato sarà BAD. 

Infatti ifll l'annido p^rpiniilii'olare ;d!'e?li'eniilà del raggio 
CB, sarà tangente al circolo, e l'angolo BBH avrà per misura 
la metà dell'arco BD; ma l'angolo BAD ha anche, per misuro 
la metà dell'arco 11 D; dunque sarà l'angolo BAD— DBH=F. 
Dunque lutti irti angoli inscrìtti ntrt Memento BAD sono eguali 
all'angolo P. 

Scolio. Se l'angolo dato F fosse ietto, il segmento ricer- 
cato sarebbe il semicii'eolo desinino sulla retta data BD come 
diametro. 

ì'ukpmsiwose XV. — Teorema. 

Le parli di due eorde AB, CD, (%. 132) che si tagliano 
nel circolo , smw inversamente proporzionali , cioè una parie AO 
di unii eorda starà ad una parte OD dell'almi) come la seconda 
parie OC di questa sta alta seconda parte OB della prima. 



Fig. 132. 




Dimustruziom: Coudiicansi le retto AC, HD: nei triangoli 
ACO, DHOjjli angoli in 0 sono eguali come opposti al vertice, 
l'angolo A=D perchè insci ilio nel medesimo segmento, e l'an- 
golo CrrB per la stessa ragione. Dunque i due triangoli ACO, 
DBO sono simili n da imo la proporzione 



ao:od::oc:ob. 



137 

Corotiario. Il rettangolo costrutto sulle due parti di una 
conia è equivalente al rettangolo costrutto sulle due parti del- 
l'ali™, poiché si ha 

AOxOB= ODxOC. 
Proposizione XVI. — Teorema. 

Due segami OB, OC, (Jig. 185) tirate da uno nesso punta 
0 /freso fuori del circola, sono inversamente proporzionali alle 
loro parti esterne; c'nè una seijmitr ni! .(farri all'altra OC, come 
la parte esterna DO di questa sta alla paite esterna AO della 
prima. 

F, n . IO. 




Dimostrazione. Si conducano le retto AC, ItD : i due trian- 
goli OBI), OCA hanno l'angolo 0 comune, o l'angolo B~ C; 
dunque questi due triangoli sono simili, ed i loro lati omologhi 
daranno h proporzione 

ob:oc::do:ao. 

Corollario. Dunque sarà " OB x A0~ OC X DO ; cioè i ret- 
tangoli costrutti sopra ciascuna segante e sulla sua parte este- 
riore sono equivalenti, 



Proposizione XVII. — Teorema. 



Se da min stesso puf" 0 /'>'<-™ /"'""'» rfe ' ««^o « mudate 
una tangente OA ed ima segante OC, fa tangente sarà media 
proporzionale ira la segante e la sua parte esterna; cioè la se- 
gante OC starà alta tangente OA come la tangente stessa 0 \ 
s(u utfo parte estema OD della sosante (fig. 184), 




Dimostrazione. Si Urino lo rette AC, AD: i due triangoli 
OAC, ODA hanno l'angolo 0 comune, e l'angolo Cz=OXQ, 
perche hanno ambiane per misura la meli dello atesso arco 
AD-, dunque i due triangoli sono simili e daranno la proporzione 

oc:OA::OA:OD. 

Corollario. Dunque sarà ÒA'=OCxOD; cioè il quadrato 
della tangente 6 equivalente al rettangolo della segante per la 
sua parte esteriore. 

Proposizione XVIII. - Problema. 

Dividere una retta dota AB in media ed estrema ragione: 
cioè dividere la retta in due parti tali, ohe la maggia BC il 
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queste due farli sia malin prnpariioiialc tra latta la retla AB 
e la sua parie minore AC (fig. 135). 



Flf. 135. 




fìisoluiione. All'estremità A della retta data si alzi la per- 
pendicolare AE eguale alla mela di AB, e tirisi BEi dal punto 
E come centro, col raggio EA seghisi la BE in D,e prendasi 
BC=I1D; la retta AB sarà divisa nel punto C nella maniera 
dimandata; cioè sarà 

ab:bc::rc:ac. 

Infatti compiendo il circolo AUF, e prolungando BE in F, 
la retta AB perpendicolare all'estremi ti del raggio EA è una 
tangente e BF una segante; dunque (prop. ant.) sarà 

bf:ab::ab:b2, 

e dividendo si avrà 

bf — ab:AB: : ab— bd:bd. 

Ma BF— AB=BL)=BC, poiclifi per costruzione AB=FD, 
ed AB— BD=AC; dunque sostituendo si avrà 
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bc:ab::ac:bc 



ed invertendo risulterà 

ab:BC::bc:AC. 



Proposizione XIX. — Problema. 
Incùtere ». eircelo in «» o»,»,* .1.1» EFG (lig. 136). 




itisolumne. Si dividano per merco due angoli E, G del 
triangolo colle rette EC, GC concorrenti in C; dal ponto C si 
tirioo le perpendicolari CA, CB, CB sopra i tre lati del trian- 
golo, ,n.«e saranno e 8 »ali, perché i doe (Angoli EBC, EDC 
avendo gli angoli in E egoali, gli angoli in B e 1) retti e I rpo- 
lennsa EC comune, saranno eguali; dunque CB=CD; nella 
slessa maniera si dimostra C11--CA , dunque k Ir» perpendi- 
colari saranno egoali; cpporò il circolo dcicnlto dal ccnlro C 
col raggio CA passerà pei ponti A , B , D e sarà ««errilo nel 
triangolo; infatti i Ire lati M triangolo EFG essendo perpen- 
dicolari alle .stremiti deYaggi CA, CB, CD, saranno Ungenti 

"Si Le He celle clic dividono per meaio-i tre angoli 
di un triangolo, concnrrooo in un medesimo pooto el.e à ri 



primo triangolo e per altezza il raggio del circolo inscritta. 
D'ondo risili la che l'area rli un triangolo e anello eguale alla 
metà del prodotto del suo perimetro pel raggio del circolo 
inscritto. 



Proposizione XX. — Probi/mia. 



Circoscrivere un circuii) ad un triiinijuh duro ABC (lig. 1 ;i7). 




dì circolo per tre punti dati ; cioè pei tre 
lo dato, secondo il metodo indicalo nella pro- 
e basterà alzare sul mezio di due lati Ali, 
iri DO, EO; il loro punto d'incontro 0 sarà 
lo circoscritto al triangolo, 
ultimi problemi risulla elio si può sempre 
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Tulli i trapezi isosceli, o simmetrici sono parimente in- 
scrittibili. 

Chiamatisi trapezi isosali quelli che hanno i due lati non 
paralleli eguali, ossia quelli che sono formati ilal segmento in- 
feriore di un triangolo isoscele tagliato parallclamenle alia base. 
Simili trapezi ilicoiisi ancliu simir.plrki . perché la linea che 
passa pel mezso delle due basi e perpendicolare a queste basi 
e divide il trapezio in due parli simmetriche. 

I rombi, i romboidi e lutti gli allri quadrilateri che non 
soddisfano alla condiziono citala , non possono inscriversi ai 
circolo. 

II rombo poro può sempre circoscriversi al circolo. Infatti 
nel rombo ACBE (%. 138) le diagonali AB, CE dividono per 
mezzo gli angoli A, B , C , E ; dunque il loro punlo d'incon- 
tro D è equidistante dai lati del rombo (prap. 19) ; opperò è 
il centro del circolo inscritto. 




Le eccezioni sono vieppiù numerose riguardo ai poligoni di 
un maggior numero di lati. 
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Problemi relativi al libro IV. 



[. Bali due archi di ugual raggio, trovare col compasso la 
loro colmine misura, e quindi la ragione numerica delle loro 
liing/ieue. 

Siene- AB, DF (fig. 139) i due ardii dati: col compasso si 
applichi la corda dell'arco minore DF al maggiore AB, c S [i av j i 
a cagion d'esempio, una volta da A in q, col resto qB, l'arco 
DF coinciderà col l'arco Ay, e si avrà 

arco AB=arco DF+areo qB; 

si porli medesimamente la corda del resìo ?B sull'arco minore 
DF , e stiavi una volta da D in t , col resto (F si avrà cosi 

DF=jB+(F; 

Fi 3 . IS9. 

r? 

si porti la corda del secondo resto fP sul primo ?B, e siavi 
contenuta due volte esattamente, di modo clie si abbia '/B=2tF; 
l'ultimo resto tF contenuto esattamente nel precedente sarà la 




m 

comune misura dei due ardii: perchè dal valore dell'arco 7B 
risalendo a quelli desìi archi precederai, si troverà DF— 3fF , 
e AB=5fF; e cosi la comune misura (F essendo contenuta 
5 volte nell'arco AB, e 3 volte nell'arco DF, si avrà 

arco AB:arcoBF::5;3. 

Se si iitTÌv;is-e ad un cesio fusi piccolo da non potersi più tratiare 
col compasso, si trascurerebbe e si avrebbero per apprnssinu- 
/ione soltanto, Ili i iiiuiinc misura, e la ragione numerica dei due 
archi. 

It. Dati due angoli, trovare la loro ragione numerica. 

Ruoluùone. Si chiudano i due angoli dati con due archi 
di egual raggio; si cerchi secondo il problema precedente la 
ragione numerica dei due archi, essa sarà eguale a quella dei 
due angoli dati (prop. 7). ' 

111. Descrivere un circolo, la cui circonferenza tocchi una 
retta data BH in B, e pani per un scarnita punto D , dato fuori 
della retta BH (fig. 140). 



Fig. U0. 




Risoluzione. Si tiri la rettii BD, e dal punto dì mezzo E 
si alzi la perpendicolare EC; dal punto B si alzi BA perpen- 
dicolare a BH; il punto d'incontro C delle due perpendicolari 



ih 

sarà il centro del cimalo dimandalo, ed il suo raggio sarà 
CB o CD. 

IV. Pei- due punii dati, far passare una eìre.nn {crema di 
circolo di un raggio dato. 

Risoluzione. Facciasi centro successivamente ne' due punti 

di un circolo che adempio le condizioni imposto. 

V. Descrivere una circoli [creata , che pausi per due punii 
dati C, D (fig. 141), e tocchi una retta indefinita OA data di 
posizione. 

Fij. HI. 




Risoluzione. Si uniscano ì punti C, D colla retta CD, che 
si prol un gherà sin die incontri OA in 0; OC sarà una segante 
del circolo dimandalo, e OD sarà la sua parte esterna; cercando 
ora una media proporzionale fra OC e OD, e portando questa 
media nella direzione di OA, si troverà il punto di eonlatlo A; 
e si compirà la soluzione, come e stalo insegnato al problema 3. 

Se Ì due punii dati C, D fossero sopra una rella parallela 
ad OA, allora basterebbe innalzare sul mezzo di CD una per- 
pendicolare, ed il punto d'incontro di questa perpendicolare 
coli' indefinita OA sarebbe il punto di eonlatlo. 



10 
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hanno il lata OB comune, il lato ABrrBC per ipolesi, e l'an- 
golo ABO~OBC por costruzione; dunque il triangolo isoscele 
AOB & eguale a BOC ; epperò sarà OC=OA=OB , e l'angolo 
BCO=BAO, il che prova che l'angolo C e anche diviso per mezzo 
della retta OC. Si (.limosini medesimamente die OD=OB=OC, e 
che l'angolo D è diviso per mezzo della retta OD ecc. Dunque 
il circolo descrìtto dal centro 0 col raggio OA passerà per 
tutti i vertici B, C, D, E, F del poligono, e sarà per conse- 
guenza circoscritto ni poligono. 

2°. I lati del poligono, AB, BC, CD ecc., essendo ai- 
mente distanti dai centro 0, e le perpendicolari OG, OH ecc., 
nlihiissiil.! dui ciìiHni 0 sopra rkiseim hin, saranno eguali; dunque 
il circolo descritto dal centro 0 col raggio OG toccherà tulli i 
lali del poligono nel loro punto di mezzo G, H ecc., e sarà 
perciò inscritto nel poligono. 

Corollario. Il cenlro comune del circolo inscritto e del 
circolo circoscritto trovasi pure nel punto d'incontro delle per- 
pendicolari innalzate ne' punti di mezzo di due lali qualunque 
de! poligono. 

Scolio, li punto 0, centro comune del circolo inscritto e 
del circolo circoscritto, chi minai anche aratro del poligono. La 
P'jrpeiidiuohru OG abbassa'-u Jal centro sopra un lato qualunque 
del poligono regolare chiamasi nilelti o apalema del poligono. 

L'angolo AOB fatto da due raggi tirali alle estremili di 
uno slesso lato chiamasi angolo al centro, per distinguerlo dal- 
V angolo al perimetro ABC fatto da due lati del poligono. 

In uno Slcspi) poligono regolal e tutti gli angoli al cenlro sono 
eguali, perchè corrispondono a corde eguali, e per conseguenza 
ad archi eguali del circolo circoscritto ; e la loro somma è 
sempre eguale a quattro angoli celli ; dunque si otterrà la mi- 
sura dell'angolo a! centro, divìdendo 4 retti ossia 360 gradi 
pel numero de' lati del poligono. 

Il valore dell'angolo al perimetro si ottiene dividendo pel 
numero de'lati la somma di lutti gli angoli del poligono espressa 
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eguali; alla nomina lic'iltie angoli MIO « lì.\(> farà puro eguale 
ad ABC, por essere 

abo=bao=|abc. 

Scoiiu 2." Il problema inveito , cioè ad Hit itoo circolo 
aist: ri iy rr. e rirrnscriveni un polii/ana nydiire ili un dato nu- 
mero di lati, non può vi.-ulvrr.-i ilivctLuii^nìi; so non che in 
certi casi particolari, come si vedrà a suo luogo. 

Proposizione II. — Teorema. 

Se una circonferenza ili amalo AiìCD.... ili;:. US) è divisa 
in parli eguali nei punii A, I!, C, I)., m\, tirando le curdi' pai 
consecutivi punti di dii'iriain'. il puligaito interina, [annali: da 
queste eorde, sarà regolare; e iimilucenda la tangenti per gli stessi 
punti di dirisiane, il poliginia rirrm-rritta [armalo da queste, tan- 
genti sarà parimente regolare. 

Fig. 143. 




Dimostrazione, i". I lati .AB, DC, CD ecc. saranno tulli 



no 

eguali, siccome corde di archi eguali: e gli angoli ABC, BCI), CDE 
ecc. saranno pine lutti eguali, siccome inscritti in segmenti 
eguali; dunque il poligono ABCDF.F sarà regolare. 

2\ I lati AB, BC, CD, ecc. essendo eguali, e gli angoli 
HAB, UBA, 1BC, ICB, ecc. essendo parimente eguali come aventi 
tulli per misura la metà di archi eguali, i triangoli AHB, BIG, CKD 
ecc. saranno eguali ed isosceli; dunque gii angoli H, I, K, L 
ecc. saranno eguali, ed i lati GII, HI, IK, KL ecc. saranno anche 
eguali, siccome iluppi tk-i luti ili 1 ' triangoli isosceli eguali AHB, 
B1C, ecc. Dunque il poligono circoscritto GHIKLM sarà re- 
golare. 

Cori/Ilario. Quindi , dato un poligono regolare inscritto 
ABCDEF (iìg. 143), si circoscriverà un poligono regolare dello 



del poligono insedilo; oppure conduccndo le tangenti al circolo 
ne' punti di mezzo degli archi sottri dai lati dello stesso poligono 
inscrìtto. 

Viceversa: <lttt<> mi \mti\\o»:i i-'m-iismitn GHIKLM, si otterrà 
il poligono inseritili dì c^ual numero di lati, tirando le corde 
AB, BC, CD ecc. Ira i punti di contatta consecutivi; oppure 
tirando i raggi OG, OH, 01 ecc., e quindi le corde ab, he, 
ed, ecc. tra i punti, dove questi raggi tagliano la circonfe- 
renza. 
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Proporzione III. — Problema. 
Inscrivere un quadralo in un circolo dato (fig. 144). 



Fij. (44. 




l'uno all'altro; ed uniscansi le loro estremila eolle retto AB, 
BC, CD, DA; il quadrilatero ABCD sarà il quadralo inscritto; 
giacché i (lue diariiL'in Ali, IH' iliviiloim ii];ujif"i'f tamenlc la cir- 
conferenza in quattro parti eguali. 

Scolio. Il triangolo AOB essendo rettangolo od isoscele, si 
avrà AB:AO::V2M ; dunque prendendo il raggio =1, il lato 
del (juadralo inscritto sani espresso da Y%- 



Proposizione IV. — Problema. 



Inscrivere, in un circolo dato un esagono regolare, ed un 
triangolo equilatero (fìg. (45). 

fty 145. 

.-lilla ciii: infere 11 '.n come corda; esso vi stara sci volle esatta- 
metile, e si avrt cosi l'esagono regolare insertilo. 

Infatti, sia ABCDEF un esagono regolare: l'angolo al centro 
AOB eguale alla sesta parto di quattro retti sarà di 60" e l'an- 
golo al perimetro ASìC. eguale, alla sesta parte di otto retli sarà 
di 120°, cioè doppio dell'angolo al centro;' ma i raggi OA, 01) 
tirati dal centri) adi angoli dui poligono dividono questi angoli 
per mezzo (prop. i); dunque sarà l'angolo ABO=BOA=OAB; 
opperà sarà il lato AB eguale al raggio OA. Dunque il lalo 
dell'esagono regolare inscritto è eguale al raggio del circolo. 

Inscritto I' esagono ABCBr'F, si otterrà pure il triangolo 
equilatero inscritto, col l'unire i vertici dell'esagono di due in due, 
conducendo le corde AC, GE ed EA. 

Scdìo. Il triangolo ACD essendo rettangolo in C , si ha 
AC»=àD«-CD*, e facendo il raggio AO~l, sarà AC '=4-1 , 
e quindi AC=^3; dunque , se sì prende il raggio del circolo 
per unità, j] | a to del triangolo equilatero inscritto sm~ \f$. 




Corollario. La corda dell' arco di 00' essendo eguale al 
raggio, ci si presentii un mezze) Incile ili dividere l'angolo retto 
in Ire parli eguali. Infatti, iliiidi'iidu per iuumo l'arco sotteso dalla 
eorda eguale al raggio, ciascuna intlà sarà di 3l>, e l'angolo al 
centro corrispondente sari la tenta parte di un angolo retto. 



Inscrìvere in un r'-milo lUitii un ttecatjana ve.ytili:r.-,ed un pen- 
tagono regolare Jtìg. I4ti). 



Risoluzione. Dividasi il raggio del circolo OA in media ed 
estrema ragione, e portisi la parte maggiore MO di seguilo sulla 
circonferenza come eorda ; essa vi starà dieci volte esaltameli te, 
e si avrà cosi il decagono regolare inscritto. 

Infatti sia la corda AB il lato del decagono regolare inscriltor 
tirando i raggi OA , OB , l'angolo al centro 0 sarà la decima 

perimetro sarà la decima parie di sedici relli, cioè sarà dH44 
gradi; dunque l'angolo al pi'i'iiuetro sarà quadruplo dell'angolo 
al centro 0 ; epperò l'angolo OBA=0AB, metà dell'angolo al 
perimetro, sani doppio dui l'audio 0, cioè sarà di 72 gradi. 
, Dividasi ora per mezzo l'angolo OBA con la retta BM, sarà 
l'angolo MB0=0, ed il lato M0=MB, e l'angolo A MB esteriore 



Proposizione V.— Problema. 



/■Va. ti6. 




al triangolo ìscosccIr BMO sarà doppio dell' interiore 0, e per 
i-Qiiseyuenza eguale all'angolo HAI!; dunque, sarà AH=MU=MO. 

Ciò posto, nel triangolo OAB la rolla li.M dividendo l'an- 
golo B per mezzo, taglierà il lato opposto OA in parli propor- 
ìionali ai lati adiacenti iprop. 3, Idi. Hy, dunque sarà 



e sostituendo OA in vece di OB, e MO invece di AB, si avrà 
0.\:MO::MO:MA; dunque il i-aggio OA è diviso in media ed 
estrema ragione nel punto M, e la parte maggiore MO è uguale 
•al lato AB del decagono regolare inscritto. 

l'er in arriva re il peiiui^niin evlìoLiiv ItldiKl', si condurranno 
le corde BC, CU, DE ecc. clic sottendano ardii doppi di quelli 
che sono sottesi dai lati del decagono. 

Scolio. Chiamando x il lato del decadono regolare e pren- 
dendo il raggio per unità, si lia 



ob:ab::mo:mA; 



ossia 



d'ondo si ricava 




quindi 




e finalmente 
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Interinerà m un circolo un pentedecagono regolare, cioènn 
polìgono regolare, di quindici lati (fig. \kl). 



L'arco sotteso dal lato del pentedecagono regolare inscrìtto ^ 

gono e da quello del decagono essendo rispettivamente eguali 
alla sesta ed alla [Imma parie ilella circonferenza , la loro (MJFe- 
renza sarà eguale alla quindicesima parte della circonferenza me- 
desima, poiché 

0 f0~i5 

Dunque per inscrivere in un circolo un poligono regolare di 
15 lati, si condurranno per uno stesso punto B la corda BH 
eguale al raggio c la corda HA «Liliale al lato dui decagono rego- 
lare ; l'arco AH, differenza de'due archi BH, BA, sarà la quindi- 
cesima park lidia ci recu decenza , e la ina corda sarà il Iato del 

Scolio. Un polivinili ivpiU-i 1 '■•■ondo inscritto in un circolo, 
se ,-i divideranno per meno di ardii ?olk:-i\ dai suoi fati e si 
tireranno le corde de'mezzt archi , si formerà un nuovo poligono 
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regolare di un numero doppio di lati : dunque il quadrato servirà 
a inscrivere successivamente i poligoni regolari di 8 , di 16, di 32, 
di 65 lati ecc. 

Dall'esagono derivano i pulitoni r'yibri di I '2, di 24, di 48, 
di 96 lati ecc. 

Il decagono darà i poligoni regolari di 20, dì 40, di 80 
lati ecc. 

Ed il pentedecagono darà quelli di 30, di 60, di -120 lati ecc. 

Tutti questi poligoni potranno anche circoscriversi al circolo. 

Scolio Si è per lungo teftpo creduto che i poligoni rego- 
lari delle quadro mentovate serie potessero solo inscriversi nel cir- 
colo con metodi geometrici ; ma il sig. fìauss geometra tedesco ha 
dimostrato, per una via che non può trovarluogo in questi Ele- 
menti, che si può ancora inscrivere il poligono regolare di 17 lati, 
e generalmente ogni poligono che abbia un numero di lati com- 
preso nella l'orinola 2--4-Ì, purché questo sia numero primo. 



L'area di 'in poligoni} reno/are i rijnnle tri p'odotlo del sao 
perimetro per la metà del .siiu apotema o cateto (fig. 148). 



l'noi'osizio.vE VII. — Teorema. 



%. US. 




Dimostrazione. Tiriosì i raggi a tutti gli angoli del poligono; 
i triangoli isosceli risultanti AOB, BOC, COI» ecc., avendo tutti 



YrìU-i-M eguale al ealelo Ofì , la loro somma, ossia il poligono in- 
tero, avrà mani festa ineple per misura 

AB x |0G + HC x Ì0G+CD x \ OG + ecc. 

(AB+BC+CD+DIC+EF+FA} x^OG; 

r,ioc tulio il perimetro mollipliiulo per la metà dell' apoleina; op- 
pure la mela del prtdolto del perimetro per l'apoLeina. 

Scoli". L'area di qualsivoglia jioliymo eireoscritto ad un 
cìrcolo è eguair itila metti d'I prud-Uu del sito periieeiro pel rag- 
ijh del f ircelo mi è circoscritto, come sì e già notalo pel caso 
particolare del triangolo (prop. If, lib. 4). 

Phoposizione Vili. — Teorema. 

Due poligoni regolari di e : /uul numero di lati sano figure 
simili (llg. 149). 

fty. US. 




Dimostrazione. Siano ABCDEF, GIKLMN i due poligoni 
dati: 1-° questi poligoni danno gli angoli rispettivamente eguali, 
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giacche ciascun angolo dell'uno e dell'alil o poligono è la stessa 
parla dello stesso numero di angoli retti; 2* essi hanno i lati vi- 
sìbilmente proporzionali, poiché tutù i lati del primo poligono 
sono eguali Ira loro, ed i lati del secondo sono parimente eguali 
tra loro. 

Corollario. Dunque i perimetri dì due poligoni regolaci di 
egual numero di lati stanno fra loro come i lati omologhi ; e le 
loro superficie stanno come i quadrali di questi medesimi lati 
(prop. 2», lih. 3). 

Proposizione IX. - Teorema. 

I perìmetri dui pulii/fini reqohri dell" stesso numero di lati 
stanno fra loro come i rtejtji dei circoli inscrìtti , o circoscritti ; e 
le loro arce stanno come i quadrati di questi medesimi rittjqi 
(fig. 149). 

Dimostrazione. \.° Pel corollario della proposizione prece- 
dente si ha 

Perim. ABCD.. : porim. GEL., : : AB: Gì; 

ma per ragiono dì/trian^'ìli Minili AOB, GBI, nei quali AO, Gli, 
sono i raggi de' circoli circoscritti, ed OH. RPsono quelli de' cir- 
coli inscritti, si ha pure 

AB:GT::AO:GR::0H:HP; 

dunque slara perim. ABCD.. al perim. GIKL.. come AO sia al GR , 
oppure come OH al IIP. 

2." Dalla proporzione 



area ABCD .... '. area GlKL...::ÀB i :GI 1 



J«8 

risulto anche 



olio. Le proprietà de' poligoni regolari dimostrate ne' tre 
i precederai sono indipendenti dal numero de' lati: 
i si concepisce che si vada successivamente raddop- 



1°. Ogni circolo ha per misura la metà del prudono della 
sua circonferenza {rettificata) pel suo raggio. 

2°. Ogni settore circolare ha per misura la. metà del pro- 
dotto del suo arco f rettificali,) pel suo raggio. 

3°. L'area del segmento ABM (fig. 150) minore del semi- 
circolo si ottiene sottraendo l'area del triangolo AGI) da quella del 
lettore CAMB : e l'area di un segmento ABD maggiore del semìcir- 
colo si ottiene sommando le aree del settore corrispondente CADB 
e del triangolo ACB. 



fig. 150. 




4". Due circonferenze di circolo stanno fra iti loro come 
i loro raggi. 



m 

5°. Due circoli stanno fra loro come i quadrali de'loro 

raggi. 

6°. Gli archi simili stanno fra loro come i loro raggi ed i 
settori simili stanno mia' i '/aio/rati de'loro raggi; perchè gli 
archi simili ed i settori timi/i l'orn^ponilriido mi nugoli al centro 
eguali, gli archi staranno come le circonferenze intere, e per 
conseguenza come i loro raggi; ed i settori staranno fra loro 
come i circoli interi di ari fanno parte , e per conseguenza come 
i quadrati dei raggi. 

Proposizione X. — Lemma. 

Se due lince curro o poligone, od ima curva e raltra poli- 
gona, connesse dalla stasa parti', sono terminate alle estremità 
di una stessa n'Ita AB , la liiwa ulteriore è più corta della linea 
esteriore' che la comprende (%. 151). 

Kj, m. 




Dimostrazione. Chiamasi poligona una linea formala di più 
rette unite ad angolo a guisa di una porzione del perimetro 
lii un poligono: di^i pui ntnressn ima tal linea quando non 
può essere incontrala da una retto in più di due punti, e non 

Ciò posto, sia AMI! una linea curva o poligona; se questa 
non è più corta di Lulle quelle die la compre odo no,, vi esister! tra 
queste ultime una linea più «orla di tulle le oltre, die sarà più 



HO 

corto di AMB o al più eguale ad AMB; sia ACDEB questa linea: 
tirisi tra le due linee la retta FG , che non incontri AMB, oppure 
die la tocchi solumentoj la rena FG essendo più corta di FCDEG, 
la nuova linea AFGB sarà più corta di ACDEB; ma per ipotesi 
ACDEB dee essere la più corta di tulle; dunque quest'ipotesi non 
può sussistere; dunque la linea AMB è più corta di tutte quelle 
che la comprendono. 

Corollario. La dn'utiI't.'i'i-ii/M del ci ivo lo !• minore del peri- 
metro di qualunque poligona circoscritto, ed e nello slesso tempo ■ 
maggiore del perimetro di qualunque poligono inscritto. 

Proposizione XI. — Problema. 

Tronare il valore prossimo della ragione di una circoli- , 
[ereiiza di circola al suo diametro. 

Risoluzione. Sia AB (fig. 152) un lato di un poligono rego- i 

Fig. 153. 




lare inscritto, ed AG, GB due mezzi lati del poligono simile cir- 
coscritto : dividendo l'arco AB per mezzo in F , e tirando le eorde 
AF , FB , e pel punto F la tangente DE , per una parte la somma 
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delle corde ÀF ed FB sarà maggiore del lato Ali, e minore del- 
l'arco corrispondente , e per altra parte la linea poligona ADEB 
sari minore della linea poligona A GB e maggiore dell'arco AB; 
ripetendo la medesima costruzione ed i medesimi ragionamenti sii 
ciascun lato dei poligoni inscritto e ci re usi', ri ito, si ciin cfj iu ri i^tl'j 
die col raddoppiare il numero di questi lati, le lunghezze de' pe- 
rimetri dei due poligoni si faranno più prossime a quella della 
circonferenza del circolo, e saranno sempre l'una minore e l'altra 
maggiore dì questa circonferenza. 

Raddoppiando adunque più volte il numero dei lati, e calco- 
lando ìe lunghezze dei perimetri simili inscritti e cirr.nsml!i , 
finché se ne incontrino due uno inscritto e l'altro circoscritto che 
non differiscano tra loro se non die nelle parli decimali che si 
vogliono trascurare, allora i due perimetri cosi ottenuti potranno 
considerarsi come sensibilmente eguali, sarà permesso di pren- 
dere l'uno o l'altro perimetro, o la semisomma de' loro due valori 
per la lunghezza della circonferenza. 

Di qui deriva la maniera di rettificare la circonferenza del 
circolo ; ossia di trovare il valor prossimo della ragione della cir- 
conferenza al diametro, la quale è la stessa in tutti i circoli, giac- 
ché, chiamando C , C due circonferenze , e D, D' i loro rispettivi 
diametri, si Iia la proporzione C:C'::D:D' (scolio della pro- 
posizione 9), da cui risulta c:d::c:D'. 

Scolio \°. Se si indica con t la ragione della circonferenza 
al diametro, o ciò che è lo slesso, la circonferenza di un circolo 
il cui diametro =1 e se si chiama C la circonferenza di un cir- 
colo, ed R, il suo raggio, si avrà 

C=2*F ed R=^ 

Col mezzo di queste formolo si può calcolare la circonferenza 
C di un circolo , quando il raggio sia conosciuto, oppure il raggio 
R, quando la circonferenza sia data. 

Scolto 2°. Inscrivendo e circoscrivendo successivamente 



al circolo i poligoni regolari di 6, di 12, di 24, di 48, e di 96 
lati. , e calcolando le lunghezze dei loro perimetri, troni Archi- 
mede, che il valor prossimo della ragione * è 

•4=5, 

7 7 ' 

o più esattamente che il valore di " è compreso tra 

Altri hanno poi trovati valori più prossimi di questa ragione 
medesima: cosi Mezio pervenne alla frazione^, che può facil- 
mente rilenersi a memoria, poiché essa si ottiene spartendo in due 
gruppi di 3 cifre il numero 113355, e che valutala in decimali dà 
un risultato esatto sino alla sesta cifra decimale, mentre quella di 
Archimede è solamente esalta sino ai centesimi. 

Finalmente, col mezzo di altri metodi, si è spìnto il calcolo 
del valore di " sino a 140 cifre decimali : limitandosi alle 20 prime 
cifre decimali, si ila 

«=3, 14159 26535 89793 23846. 



(Veggansi in fine di questo 5°. libro i problemi 6° e 7"). 
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Proposizione XII. — Teorema. 

L'area di un circolo è eguale al prodotto del quadrato del 
suo raygio pel numero „, ossU per la ragione della circonferenza 
al diametro 

Dimostratone, [rifalli sia R il raggio, C la circonferenza, 
ed A l'area di un circolo, sarà (scolio della prop. 9) A"Cx-5-; 

ma 0=2*11 (scolio della prop. 44), dunque A=SjtR x ~=jiR'. 

Corollario \°. Il problema della quadratura del circolo, che 
consiste nel trovare un quadralo eguale in area ad un circolo 
di raggio (lato, si riduce a trovare la ragione della circonferenza 
al diametro; e si avrebbe la vera quadratura del circolo, se 
questa ragione potesse determinarsi esattamente. 

Corollario 2°. Se coi tre lati di un triangolo rettangolo 
presi por raggi o diametri si descrivono tre circoli, il circolo 
descritto sull'ipotenusa sarà eguale alla somma degli altri due; 
ed il circolo descritto sopra un caldo sarà eguale alla differenza 
rie'due circoli descritti sull'ipotenusa e sull'altro calcio. 

Corollario 3°. Si potranno trovare due retto elle slieno tra 
loro nella stessa ragione dello aree di duo circoli (iati, poiché 
quesla ragione e quella slessa dei quadrali falli sui loro raggi 
o sui loro diametri. 

Corollario 4°. Essendo daia numericamente l'area di un 
circolo, si troverà II suo raggio eguagliando la formola ;rR* al 
numero che esprime l'area del circolo, e ricavando il valore di 
R da questa equazione: cosi, per esempio, se l'arca di un 
circolo è di 3850 metri quadrati, c si dimandi il suo raggio, 

si fari *R'=3850, e si avrà V=~^i quindi R=|/™^; 

prendendo jr=Tp si troverà R=35 moiri. 



Proposizione XIII. — Teorema. 



La corona eìrcitl.ire l'umjm'f» tra t/ite ri reo» ferente concen- 
Iriche OA, OB è equivalente ad tot circolo, the abbia per dia- 
metro mia corda MN' della circonferenza esteriore, tanqente alla 
circonferenza interiore (fijj. 153). 



Fi$, i53. 




Dimostrazione. L'area della corona è manifestameli le eguale 
alla differenza de'dje circoli jt(0B' — OA'); 

ma ÒB'— ÓÀ'^ÓH'-OA'^AM»; 

dunque l'area della corona sarò nAM'; essa è dunque equiva- 
lente ad un circolo di raggio AM, o di un diametro =MN. 

La stessa corona e anche equivalerne od un trapezio elio 
abbia per basi le due circonferenze rettificale, e per altezza la 



K.S 

dilTeriiiiM He' due raggi: la dimostrazione si troverà facil- 
mente. 

Similmente la parto di corona DaSM compresa tra due 
raggi OD, OM, ossia la differenza di due sellori simili DOM, 
«Oi, è anch'essa equivalente ad un trapezio, che abbia per basi 
gli archi DM, ab rettificati, e per altezza la diuerenia de'due 
raggi. 
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Problemi relativi al Libro V. 



I. Sopra ubo circonferenza di itn raggio data, quanti gradi 
iiiii>r,iiri,T.) un /ì/,i ili hiii-jlii-.'ji data. 

Sin R il raggio tlel circolo ed A la lunghezza tini filo: 
poiché la circonferenza intiero curili c sic "2f>0 firaili, si avrà la 
proporzione ; 



così quando R ed A sieno dali in numeri, il quoziente indicherò 
jl numero cercalo de' gradi. 

Pe la lunghezza del (ilo fesse eguale al raggio, ai avrebbe 

^r:r::,%o»u=~. 

Prendendo il numero n con 6 decimali, oppure servendosi del 
valore di Mcaio, e facendo la divisione, si troverà 57" 17' 45" 
pel numero de' gradi contenuti in un arco di lunghezza eguale 
al raggio. 

Molli ni ir:! rido i|i;csl'ul!iiiiii mimerò per la lunghezza di un arco 
espressi! in p:irti <\r\ raegio, si otterrà il numero dc'grodi con- 
tenuti in quest'arco. 



Il, Dato il raggio di un circolo e. le lunghezze di due archi 
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AD, BC (lìg. 1 54) compresi fra le estremila di due corde, che si 
tagliano, determinare l'angolo AOD delle dite corde. 



Fig. 154. 




Pieno R il raggio del circolo, ed a, b le lunghezze de'due archi: 

quella dell'arco che serve di misura all'angolo AOD sarà , 

ed il numero x de' gradi contenuti in quest'arco si avrà dalla 
proporzione 

ili. Data la r<i<itnt><> dei mi/i/i OD, (In. ( ; //nella de'due angoli 
DOB, aOb (fig. 155), determinare la ragione delle lunghezze 
de'due archi DB, ab. 

% IÓS.. 




Supponendo gli archi ridotti allo stesso centro 0, ed i raggi 
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OD, Oiì e nella stessa direzione, prolungando 04 in M, si avrà 



dbjdm: :dob:dom~oO(, 
e DM:ai::OD:Oo, 

>nde DB:o*::DOBxOD;o06xOo. 



Cosi la ragione dedite archi è eguale alla ragione et 
delle due ragioni degli angoli e dei raggi. 

Dall'ultima proporzione, dividendo (ili antecedenti per OD, 
ed i conseguenti per On., risulta ancora 



«"«"S'È 



Cioè la ragione di dite angoli al centro di circoli diversi è 
eguale a quella dei quozienti degli archi corrispondenti diviri 
pei rispettivi raggi. 

IV. Sopra una data retta costntrre un poligono regolare di 
un dato numero di Ioli. 

In un circolo di raggio arbitrario s'inscriva un poligono rego- 
lare della specie data; quindi si formi sulla retta o lato (iato 
un poligono simile; questo sarà il poligono cercalo. 

Il problema potrebbe pure risolversi per mezzo sia dell'an- 
golo al perimetro, sia dell'angolo al centro del poligono: ma 
tutte e tre queste costruzioni suppongono, che il poligono do- 
mandato si sappia inscrivere nel circolo, cioè che esso appar- 
tenga ari una delle serie considerate nella proposizione VI di 
questo Libro: qualora esso non sìa compreso in alcuna di quelle 
serie, si risolverà il problema per approssimazione, dividendo per 
via di tentativi la circonferenza del circolo assunto in tante 
parti, eguali, quanti sono i lati del poligono domandato. 
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V. Essendo data Purea dì un esagono regolare, eguale a 
3456 metri quadrali, trovare il sito lato. 

Sia a il Iato dell'esagono, il suo apolema sarà |*K3, e la 

sua area sarà eguale a 

si avrà dunque l'equazione 

| Q '(/3— 3456- 

dalla quale si ricava 

b«=?.5456(/S=768K3=1930, 21; 

e finalmente 

o=36™, 47. 

VI. Dato il lato di un poligono regolare inscritto, trovare il 
lato del poligono inscritto di doppio numero di lati; o più general- 
mente: data la eorda di un arco, trovare la corda della metà 
di questo medesimo arco (fig. 1 56). 

Sia AB = ra la corda data; A.Fz=à la corda cercala: ed 
AO=y il raggio del circolo. 

Essendo AF media proporzionale tra 'ir e CF, sarà 
(a')*=2rxCF; ma 



CF=r-OC=r-|/r'-y ; 



dunque 
onde 



|/2r'-r^4 r «- a «; 

e supponendo il raggio sì avri 




Sia per esempio «■ i! lato dell'esagono regolare inscritto, onde 
i~i:sarà a' il lato del dodecagono regolare inscritto e si avrà 

a'^lA-ySrrO, 51768809. 

Se si solesse ora calcolare il lato del poligono di 24 lati, 
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chiamando «" questo lato, se n'avrebbe manifestamente il valore 
mettendo nella forni ola generale a' in luogo di a, ondo 



o"=z|/2- fi— n' 1 = 0, 26105238. 



Similmente chiamando a'", a", ecc. i lati de'poligoni rego- 
lari inscritti di 48, di 96 ecc. lati, si trovano 



tt'»=|/a— V'A-o'"' -0,06548817 

Moltiplicando poi il valore del lato pel numero de'lati del 
poligono cui esso appartiene, si avrà il valore dell'intero peri- 
metro : così saranno 



il perimetro dell'esagono . . . . = 6a = 6,0000000 

quello del poligono di 12 lati . .= 12ra = 6,2 H 6571 

24o" — 6,2659572 

48n"' = 6,2787004 



VII. Dam il perimetro di un poligoni regolare inscritto m 
un circolo cognito, trovare il perimetro del poligono simile 
circoscritto. 

I due poligoni che si considerano essendo sempre simili, i 
loro perimetri sono proporzionali ai loro apotemi; ma Va po tema- 
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dì qualsivoglia poligono circoscritto è eguale ai raggio del cir- 
colo, e l'apolemn del poligono inscritto è 

r essendo il raggio del circolo ed a il lato del poligono: facendo 
dunque r~\, sarà l'apoteraa 



e se si denota per A il lato del poligono simile circoscrilto , 
si avrà 



siano per esempio A, A', A", A", A" ecc. i lati de' poligoni 
circoscritti di 6, di 12, di 24, di 48, di 96 ecc.. lati: se ne 
otterranno i valori, se in quello di A si meneranno successi- 
vamente 



moltiplicando poi questi valori per 6 , per 12, per 24, ecc. ri- 
spettivamente SÌ avrà pei perimetri de' poligoni corrispondenti 
circoscritti i valori die seguono : 

Periinulra delCesaguno circoscrittv 




6A=fixp|=6,92S2032, 



Perimetro circescritto di 12 tali 
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24A" = 24x p===6,M98199, 
9a'" 

48A"'=48x === = 6,2921724, 

2a" 

96A"=96x p=== 6,2854292, 

quindi si vedo, che la circonferenza del circolo di raggio eguale 
alla unità, la quale b compresa Ira i perimetri de' poligoni di 
96 lati l'uno inscrìtto c l'altro circoscritto, è maggioro di 

96o" = 6,2820 ...,e minore di 96A n = 6,3854....; 

onde limilando l'approssimazione a due sole cifro decimali, 
quesla circonferenza sarà espressa dal numero 6,28: se si vo- 
lesse averne l'espressioni! esatta sino olla sesta cifra decimale 
inclusivamente, bisognerebbe proseguire il calcolo sino ad ot- 
tenere i lati a" ed A" de'poligoni inscritto . e circoscritto di 
12288 lati. 



LIBRO SESTO 

Piani e linee pelle considerate nello spazio: 
angoli diedri ed angoli solidi. 



Definizioni. 

I. Una retta dicesi perpendicolare ad un piano quando essa 
è perpendicolare a nule le rette che passano per il suo piede 
nel piano: viceversa il piano sarà perpendicolare alla retta. 

Il punto, in cui la retta incontra il piano, chiamasi il piede 
della perpendicolare. 

II, Una retta dicesi obliqua ad un piano, quando la angoli 
disegnali con lo rette condotte pel suo piede nel piano. 

HI. Una retta Ali (%. 157) dicesi parallela ad un piami 
MS, quando essa non può incontrarlo, a qualunque distanza 
si prolunghino l'ima e l'altro: in tal caso il piano sarà parallelo 
alla retta. 

IV. Similmente due piani diconsi paralleli tra loro, quando 
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prolungali indefinitamente l'uno e l'altro, non possono in- 
contrarsi. 



fi}. 157. 




V. Lo spazio (fig. 158) indefinito comproso fra due piani 
SD, DQ, die s'incontrano, chiamasi angolo diedro, cioè angolo 
a due facce. 

Fig. 1SS. 




La comune intersezione Ci) disine piani chiamasi il vertice, 
o spigolo dell'angoli) diedro, ed i due piani SD, DQ ne sono 
le due facce. 

Generalmente per designare un angolo diedro di una ligura 
si adoprano quattro lettere SCDQ , delle quali le due di memo 
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son poste sullo spigolo dell'angolo; bastano queste due lettere, 
se lo spigolo coi sono poste non è comune ad altri angoli. 

VI. Un piano SCD (iìg. 159) diccsi perpendicolare ad un altro 
piano PQ, quando forma eoo questo i due angoli diedri udia- 
ceoti SCDP, SCDQ eguali tra loro. Ciascuno de'due diedri eguali 
SCDP, SCDQ chiamasi diedro retto, un diedro maggiore di un 
redo chiamasi ottuso, ed uo diedro minore di un retto chiamasi 
acuto. 




VII. Lo spazio indefinito, compreso da tre o più angoli 
piani, che si riuniscano in un medesimo punto, chiamasi 
angolo solido, o angolo poliedro, cioè angolo di più facce. 

II punto dove si riuniscano lutti i vertici degli angoli 
piani, che comprendono l'angolo solido, dicesi vertice. 

Gli angoli solidi si distinguono dal numero delle loro facce; 
e si dice angolo triedro , tetraedro , 0 pentaedro ecc., secondo che 
esso ha tre , quattro 0 cinque facce ecc. 

Scolio preliminare. Dalla definizione del piano risulla, che 
unii linea retta e luna contenuta in un piano, se essa lia due 
de'suoi punti comuni con questo piano. 

Onde una rella non può incontrare u# piano che in un 
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solo punto; poichò se lo incontrasse in due, essa sarebbe lutla 
nel piano. 

E chiaro die por una data retta può passare un'infinità tli 

Per due rette AB, BC (fig. 161)) die s'incontrano, può 
passare un solo piano; perchè facendo girare uno dei piani 
passanti per Alt attorno alla stessa retta finche passi per un 
punto C della seconda retta BC, questo avendo allora due dei 
suoi punti B, C nel piano, vi sarà tutta intera, ed i! piano 
passante per le due rette sarà unico. 



Fij. ISO. 




Similmente per tre punti A, B, C, elio non sieno in linea 
retta, può passare un solo piano, che sarà quello del triangolo 
determinalo dai tre punti. 

Per due rette parallele, secondo la loro definizione, può 
sempre passare un piano, e questo piano sarà unico. 

Dunque <!ue rette che s'incontrano, o due rette parallele, 
un triangolo, o tre punti che non sieno in linea reità, deter- 
minano sempre la posizione ili un piano nello spailo. 

L'intersezione comune di due piani è una linea retta; per- 
chè se due piani avessero tre punti comuni, che non fossero 
in litica retta, si confonderebbero insieme, e (ormerebbero un 
solo piano. 
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Proposizione I. — Teorema. 



Se una retta AB (fig. 161) e perpendicolare a due rette 
CD, EF tirate per il suo piede Ti nel piano M N, esso sarà per- 
pendicolare a qualunque olirà retto Gli condotta nel piano pel 
punto B, e per conseguenza sarà perpendicolare al piano. 



Dimostrazione. Prendendo BE— 111'; IÌC=BD, e tirando le 
rette CE, DF si dimostra facilmente CE— DF, BG— BH, e 
CG=DH. 

Quindi tirando dal punto A le rette AC, AD, AE, AF, AG, 
AH, sari anche AC— AD, Ali — AF come ipotenuse dì triangoli 
rettangoli eguali ; irpperò i triangoli Adi, ADF lianuo i tre lati 
rispettivamente eguali; dunque sarà l'angolo ACE=A1)F. 

Ora nei triangoli ACG, ADII essendo il lato AC=AD, 
CG=DH, e l'angolo ACG— ADII , sarò anche il lato AG=AH. 

Finalmente nei triangoli ABG, ABH, il lato AG=A H , 
HG=BH,eJ il lato AB b comune ; dunque sari l'angolo ABG 
zrABH; opperò la retta AB sarà perpendicolare alla retta GH, e 
per conseguenza perpendicolare al piano HN (ilef. 1 )- 

Corollario 1°. Se tre rette BD, UH, Blasono perpendicolari 



Fig. 161. 




nello stesso punto B ad una stessa retta AB, queste tre retle 
saranno in un medesimo piano perpendicolare alla retta AB; 
perchè due delle tre rette BD e BF determinano un piano per- 
pendicolare alla retta Alt: ora se questo piano non contenesse la 
terza retta BH , il piano Atìll taglierebbe quello delle due rette 
BB, BF secondo un'altra linea diversa da BH, la quale sarebbe 
ancora perpendicolare alla retta AB ; e si avrebbero allora nello 
stesso piano ABH, e nello stesso punto B, due perpendicolari ad 
una stessa retta AB , ciò elio è impossìbile. 

Corollario 2°. Da un punto dato in un piano si può alzare 
una sola perpendicolare al piano ; e da un punto dato fuori di un 
piano, si può parimente abbassare una sola perpendicolare al 
dato piano. 

Corollario 3". Fra tutte le rette che si possono condurre da 
un punto dato A ad un piano dato SIN, la più breve 6 la per- 
pendicolare AB; epperò essa sarà la vera misura della distanza 
del punto al piano. . 

Le oblique sono tanto più lunghe, quanto più si allontanano 
dal piede della perpendicolare: le oblique eguali sono equidi- 
stanti dalla perpendicolare; e viceversa. 

Quindi sieguc ancora , che il piede B della perpendicolare 
AB È il centro di un circolo , che si descriverebbe sopra il piano 
MN dal punto A come centro, e con un raggio maggiore di AB; 
questa proprietà porge il mezzo di abbassare sopra un piano una 
perpendicolare da un punto dato fuori di questo piano; per questo 
basterà segnare sopra il piano tre punti egualmente distanti dal 
punto dato fuori, e cercare il centro del circolo passante per 
questi tre punti ; questo centro sarà il piede della perpendicolare 
dimandala. 



tao 

Proposizione li. — Teorema. 

Sia la rella AP (fig. 1(52') mi» per perniimi are. al piano MN, 
e AD un'obliqua allo xiesmi piano: se si uniseomi i piedi P, D, 
e pc( punfo D si (i™ ne( piani MN ref/<i l'I! pcrj.riulirolnee. 
alla PD, /a redo BC sarà sncAe perpendicolare ni f obliqua AD. 



fjj. )6S. 




Dimoslrauone. Prendasi DB=DC; risulterà PB— PC t e 
quindi AB=AC, come ipolcmise dì Imn^li rettangoli odoriti ; 
dunque i due triangoli ADB, ADC avendo i loro lati rispettiva- 
mente eguali, avranno anche l'angolo ADBzr ADC ; opperò la rella 
BC sarà perpeudii-oUìie alla ivlln Ali uldirpri al pi :i no MN. 

Corollario. I,a rella HC perpeiidirolai'i' alle due rette PD, 
AD, che determinano il piano ADI', sani anche perpendicolare a 
questo piano. 

Scolio. L'angolo ADP si prendo per misura dell'inclinazione 
dell'obliqua AD sul piano MN. 

Le due linee AP, BC. porgono l'esempio di due rene, le 
quali non essendo poste in un medesimo piano non possono in- 
contrarsi tuttoché non sieno parallele. La più breve distanza di 
queste rette è la loro perpendicolare comune PD; perchè con- 
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giungendo due altri punti, per es. A con B, si avrà AB>AD, 
AD> PD; dunque con maggior ragione AB>PD. 

Le due rette AP, BC quantunque non sieno poste in un me- 
desimo piano, si considerano luttaiia come formanti Ira loro un 
ann 0 |u rclto; perrhè se ilal punto V si tira nel piano MN una 
parallela a W-, qutsw parallela b run AP un angolo riatto. 

Similmente l'angolo delle due retta AB, PI) r.he non sono 
nel medesimo piano, si riguarderà tome eguale a quello della 
iella AH r.on una parallela a PI» condoli* per qualsivoglia punto 
della AB 

Proposizione III. — Teorema. 

Se una rellu AP (fip. HÌSi /■ pcrpemli 'colare ad m piano MN, 
qualunque altra retta DE parallela ad AP sarà anche perpendi- 
colare allo stesso piano. 

Rj. 163. 



A 

\ " 




Dimostrazione. Le due rette parallele AP, DE determinano 
un piano APDE, che taglia if piano dato MN secondo la retta PD; 
e la retta l'D perpendicolare ad AP , sarà anche perpendicolare 
alla sua parallela DE; sì tiri AD, e pel punto D si conduca nel 
piano MN la reità BC perpendicolare alla PD, essa sarà pure 
perpendicolare alia retta AD (prop. 3), e per conseguenza per- 
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pendicolare al piano APDE.cd alla fella DE ( prop. (); dunque 
la retta. DE perpendicolare alle due rette PD, BC. condotte nel 
piano MN , sarà perpendicolare a questo piatto. 

Corollario 1°. Viceversa. Se due rotte AP, DE sono per- 
pendicolari ad uno stesso piano MN. esse saranno parallele. 

Perchè se DE non fosse parallela adAP,si potrebbe allora 
dal punto D condurre un'altra retta parallela ad AP, c questa 
retta sarebbe anche perpendicolare al piano MN (dim. ant.); 
eppero si avrebbero due perpendicolari ad un medesimo piano 
MN, aliale da uno stesso pimio D, ciò che è impossibile; dunque 
11' fluir [iiirpeuilii'oluri Al'. DE, e più ltciiu calme me liille (e per- 
pendicolari ad un medesimo piano sono fra loro parallele. 

Corollario 2°. Une rette A , lì parallele ad una terza C sono 
parallele tra loro, tuttodì non cintano nello stesso piano con la 
C: infatti, condotto un piano perpendicolare allo C, le A, B, 
siccome ad Cfsa parallele, saranno perpendicolari a questo bttsso 
piano, e per conseguenza parallele tra loro. 

Proposiziohe tV. — Teorema. 

Se una retta AB (Zig. 16-i) , posta fuori di un piano MN , è 



parallela wl una retta CD condotta nel piano , essa sarà anche 
parallela al piano MN. 



% m. 
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Db 



binala nel piano AlìCD, 
it' incontro non potrebbe 
to della rotta CD, comune 



AB 



mirare la sua 



parallela CU; dunque essa non potrà incontrare il piano MN, 
e per conseguenza AB sarà parallela a questo piano. 

Corollario, l'er un punto dato G si ponilo condurre infi- 
niti piani tulli paralleli alla retta data AB, poiché tirata CD 
parallela ad Al!, qualunque piano clic passi per CD sarà pure 
parallelo ad AC. 



Due piani MN, PQ (fl> 1fi5) perpendicolari ad una smsa 
retta AB sono paralleli. 



Dimostrazione Se i due piani MN, PQ s'incontrassero in 
una retta CD, da un punto qualunque 0 della loro comune 
inttni-z'ione, tirando due rette OA, OB nei rispettivi piani, il 
triangolo risultante AGO avrebbe due angoli retti in A e B: 
'■'l'i l'k'j •:. imponibile; dunque i due piani MN.PQ non ponno 
incontrarsi, e sono per conseguenza paralleli. 

Corollario. Quando due piani sono paralleli , ogni retla con- 
dotta in uno di essi e parallela all'altro piano; epperò da un 



Proposizione V. — Teorema. 
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punto dato fuori di un piano si potrà condurre un'infinità di 
rette parallele al piano dato. 

Proposizione VI. — Teorema. 

Le intersezioni AB, CD -ti due piani paralleli, MN, PQ 
tagliali ila un ler-.o piano US, sono parallele fra Iure (lig. \ tifi). 



% 166. 




Dimoslratione. Se le due rette AB, CD poste ne'piani MN, 
PQ s'incontrassero, anche questi due piani s'incontrerebbero e 
non sarebbero quindi paralleli; dunque le due rette AB, CD, 
contenute entrambe nel piano RS, non ponno incontrarsi, e sono 
per conseguenza parallele. 

Corollario 1°. Duo rette AC,BD parallele e comprese tra 
due piani paralleli sor) eguali: perchè il piano delle due pa- 
rallele AC, BD incontrando i due piani paralleli secondo le in- 
tersezioni AB, CD, che sono anche parallele, il quadrilatero 
ABDC sarà un parallelogrammo; per conseguenza AC^BD. 

Corollario 5°. Due piani paralleli hanno le loro perpendi- 
colari comuni: perché se i due angoli BAC, NAC fossero retti, 



m 

per cagione delle parallele Ali e CD, AN e CO, sarebbero anche 
relli i due angoli DCA, QCA; dunque AC perpendicolare al 
piano MN sarebbe anche perpendicolare ai piano PQ paral- 
lelo con HN. 

Corollario :!". Due piani paralleli sono dappertutto equi- 
distanti: perchè se AC, I5D sono perpendicolari ai due piani 
M.\, PQ, esse saranno parallele tra loro, e per conseguenza 
eguali. 

Phoposizionb VII. — Teorema. 

Se due angoli BAC, EDF pasti in piani diversi hanno i loro 
lati paralleli e direni nello stesso verso, questi due angoli sono 
eguali, ed i loro piani sono paralleli {%. 167). 




Dimcslraiione 1°. Sia il lato AB parallelo con DE, ed AC 
con DF : prendasi AB=DE, AC=DF, e si tirino le rette AD, 
BE, CF, GB, FE; i quadrilateri AUEB, ADFC sono entrambi 
parallellogrammi , perchè ciascuno di essi ha due lati opposti 
eguali e paralleli; dunque BE e CF sono eguali e paralleli ad 
AD, e per conseguenza eguali e paralleli Ira loro; perciò 
BC— EF; i due triangoli ABC, DEF sono dunque eguali, e l'an- 
golo BAC— EDF. 
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2". Dai punto A si abbassi l,i perpendicolare AP sul 
piano dell'angolo EDF, e si tirino lì relte PG, P!l rispettiva- 
mente parallelo a DE, IH'', esse saranno ancora rispettiva mente 
parallele ail AB, AC (prop. 3, cor. 2); dunque gli angoli PAB, 
PAC saranno retti, come gli angoli APG, APII; epperò. i due 
piani ISAC, EDF sono perpendicolari ad una stessa rella AP; 
dunque essi saranno paralleli (prop 5). 

Corollario. Se Ire relte AD, BE, CF, non poste in un me- 
desimo piano, sono eguali, e parallele, i triangoli ABC, DEF 
determinati dalle loro estremità sono eguali, ed i loro piani 
sono paralleli. 

PnoPosiziowE Vili. — Teorema. 

Due mie qualunque AB, CD (fìg. 168) comprese ira due 
piani paralleli MN, BS, sono laudale in parli proporzionali da 
un terzo piano PQ parallelo ai due primi. 

Flg. m. 



t 

J— 

Dinostratione. Si tiri la i ella AD, e s-i uniscano eoo le relie 
AC , BD, EC . f.F i punii in cui le relte incontrano i Ire piani; 
le inierseiioni KG, BD dei piani PQ, MS col piano ABI) sono 
parallele, similmente le iolersesioni AD. GF dei piani US. PQ 
col piano ADC sono parallele: dunque nel triangolo ABD sarà 
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ag:gd::ae:eb ; 



e nel triangolo ADC sarà 



ag:gd::uf:fd ; 



dalle quali risulla 



ae:eb::CF:fd. 



Proposizione IX. — Teorema. 



Ogni angolo diedro BADF <fig. £69) ha per misura [angolo 
rettilineo BAC o EDF formalo da due rette condotte in ciascuna 
delle sue facce perpendicolarmente alla loro comune intcrsezwne 
AD, e da un medesimo puatopreso ad arbitrio sopra i/uesla retta. 



Dimostrazione. \°. In uno slesso angolo diedro, l'angolo 
piano BAC, o EOF è sempre della stessa grandezza, da qua- 
lunque punto della comune intersezione AD sieno tirale le per- 
pendicolari nei due piani ; poiché le perpendicolari AH , DE ecc. 
tirale nei piano ADE sono parallele fra loro, e le perpendico- 



Fig. 160. 





iste nel piano ADF si 
j BAC^rEDF (prop. 



, al triplo, ecc. bell'angolo diedro li A DO; 
■ BAC, o EDF è la misura dell'angolo 



ira il piano ADK snrehhe perpendicolare al piano ADE. 

Quindi risulta che lo proprietà degli angoli piani fatti ( 
oc rette che si tagliano, convengono anche agli angoli died 



eguali a due retti, ecc. 
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Proposi zi ose X. — Teorema- 



Se min retta CD (fig. 170) è perpendicolare ad m piana 
MS, qualunque piano AB, condotto per CD, sarà perpendicolare 
al piano MN. 




Diinoslraiione. Nel piano MN si tiri la reità D!3 perpendi- 
colare in un punto qualunque D alla intersezione AP ilei due 
piani : l'angolo retto CDE è la misura dell'angolo diedro BAFN ; 
dunque quest'angolo sarà retto, ed il piano AB snril perpendico- 
lare al piano MN. 

Corollario \". Quando tre rette, coma DC, DE, DF, sono 
perpendicolari fra luru , ■ : [ a s ■.: u : i ; i di ■■.-■u è perpendicolare al piano 
delle altre due, ed i tre piani sono perpendicolari tra di loro. 

Corollario '2°. La retta l'Ili perpendicolare alle due rette AP, 
DC, è anche perpeitiiicol.iio ni piano AH. Dunque quando due 
piani AB, MN sono p.Tp<"uHÌ molari Ira loro, ogni retta DE con- 
dotta in uno di essi perprndiiolnrnienti' n Ila loro comune inter- 
sezione, è perpendicolare ali altro piano; <:d perpendicolare 
ad uno dei due piani in un punto della loro comune interse- 
zione sarà tutta posta nell'altro piano,. 
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PnoPOSiztONE XI. — Teorema. 



La comune interseiione AP di due piani BC, DE perpendi- 
colari ad un Iena piano MN, è anch' essa perpendicolare al terio 
piano (fìg. 171). 



Dimostra itbne. Infatti , se dal punto P si alia una perpendi- 
colare al piano MN, questa perpendicolare sari nello stesso tempo 
ronlenula nel piano HI! e m i piano DE (prop, ani . cor, 
dunque essa si cnnfondeni alla comune intersezione AP , psreift 
AP sarà perpendicolare al piano MN 



Se un angolo solido S (fig. 172) è formato da tre angoli 
piani, la somma dì due qualunque di questi angoli è sempre mag- 
giore del terzo. 

Dimostrazione. La proposizione 6 evidente , quando i Ire an- 
goli piani sono eguali. 

Si suppongano dunque disuguali; e sia* ASC il maggiore dei 
Ire angoli piani, dico che sarà ancora ASB+BSC>ASC. 



Fig. ili. 




PnoposiziosE XII. — Teorema. 
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Nel piano ASC si faccia l'angolo ASD— ASB, e tirisi una 
retta qualunque ADC; quindi si prenda SB— SD, e si tirino le 
rette AB, BC: nei triangoli ASB, ASD il lato SA ù comune, 
SB=SD, e l'angolo ASB— ASI); dunque sarà AB=ADj ma nel 
triangolo ABC si ha AB+BC>AI)-fl)C; e levando da una parte 
AB, e dall'altra AD, che sono eguali, resterà BC>DC; ora nei 
triangoli BSC, DSC essendo il lato SC comune, SB=SD, e 
BC>DC, sarà l'angolo BSC>DSC (prap. 8, lib. 1); ed aggiun- 
gendo ad una parte ASB ed all'altra il suo eguale ASB, si avrà 

ASB+BSOASD+DSC, 

ossia 

ASB+BSC>ASC. 



Ftg. 172. 




Corollario. Da ijuesta ineguaglianza si ricavano le due se- 
guenti 

ASB>ASC-BSC, 

BSC > ASC- ASB: 
d'altronde essendo ASC per ipotesi maggiore di ciascuno degli 
angoli ASB e BSC, sarà a feriteti 

ASC>ASB-BSC: 



I 



dunque in qualsivoglia angolo triedro, la differenza di due degli 
angoli piani clte lo formano è sempre minore del terzo. 

Scolio. In qualsivoglia angolo solido poliedro, uno qualunque 
de' suoi angoli piani fi necessariamente minore della somma di 
tutti gli altri. 

Phoposizione Xlll. — Teorema. 

La somma degli angoli piani che compongono un angolo 
solido convesso, ossia a spigoli salienti, ù sempre minore di quattro 
angoli retti (fìg. 173). 

Fig. 173. 




Dimostrazione. Si chiuda l'angolo solido S con un piano 
ABCDK, e da un punto qualunque 0 preso nell'interno del poli- 
gono si tirino le rette OA, OB, OC, OD, OE a tulli gli angoli. 

La somma degli angoli de'lriangali ASB, BSC, ecc. die 
lianno il vertice in B, e eguale alla somma degli angoli de'irion- 
goli AOB, BOC, ecc. fatti nel poligono e col vertice in 0; ma 
nel punto B gli angoli ABO-t-OBC fanno l'angolo ABC minore 
della somma ABS-t-SBC (prop. ani.); similmente nel punto 
C si ha 

BCO+OCD<BCS+SCD; 
e cosi per tutti gli angoli del poligono ABCDE. 
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Onde segue che nei triangoli aventi il vertice in 0, la somma 
degli angoli allo basi è minore della somma degli angoli alle 
basi dei triangoli aventi il vertice in S; dunque, per compensa- 
zione, la somma degli angoli fatti al punto 0 è maggiore della 
somma degli angoli intorno al punto S. Ma la somma degli an- 
goli intorno al punto 0 e eguale a quattro angoli retti; dunque 
la somma degli angoli piani, che formano l'angolo solido S,è 
minore di quattro angoli retti. 

Scolio, i*. Se l'angolo solido avesse spigoli rientranti, la 
somma degli angoli piani che lo compongono potrebbe crescere 
oltre ogni limite. 

Corollario. Dai due ultimi teoremi si raccoglie, che per po- 
ter formare un angolo solido convesso con un dato numero di 
angoli piani, sì richieggono due condizioni: cioè 1° che uno 
qualunque degli angoli piani dati sia minore della somma di 
lutti gli altri; 3» die la somma di tutti questi angoli sia minore 
di quattro angoli retti. 

Scotio 2°. L'angolo del triangolo equilatero è di 60°, onde 
SÌ scorge, ctw unendo inficine tre, o quattro o cinque angoli piani 
eguali a quello del triangolo equilatero si formeranno tre angoli 
solidi: l'uno triedro, il secondo tetraedro, il terzo pentaedro; 
nè possono formarsene altri , poiché sei angoli di 00° eguagliando 
quattro angoli retti, già più non ponno formare un angolo 
solido. 

Si vedrà similmente senza difficoltà, che con angoli piani 
eguali a quelli del quadrato, cioè retti, sì può formare un 
solo angolo solido, cioè un angolo triedro; che con angoli 
piani eguali a quelli dd jicnta^usio risolare, cioè di 108°, si 
può similmente formare un solo angolo solido triedro; e final- 
mente che con angoli piani eguali a quello dell'esagono rego- 
lare, cioè dì 120°, nè con angoli piani eguali a quelli di un 
poligono regolare di più di sei lati non si può formare alcun 
angolo solido. Onde si conchìuderà, che con angoli piani eguali 
tra loro ed eguali a quelli di alcuno dei poligoni regolari po- 
tranno solatik'iili: lontiiìt'.-! dnq'.ii' juguli .-...ìliili diversi : ci uè <■■■■:. 

13 
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triedri con angoli ili 60°, rìi 90°, o di 108°; uno tetraedro con 
angoli di (30°; ed uno pentaedri purtinnnte con angoli di 60". 

Proposizione XIV. — Teorema. 

Se due angoli solidi triedri S, T (fìg. 174) sono formali da 
tre angoli piani eguali ciascuna a ciascuno, gli angoli diedri com- 
presi Ira gli angoli piani eguali, saranno eguali tra loro. 



Fig. 17*. 




Dimostratone. Sia ASB=DTE, ASC— DTF, BSfcETF: 
sugli spigoli , die uniscono due angoli piani rispettivamente 
eguali, prendasi SB— TE,c pei punii B, E s' immaginino con- 
dotti i piani BAC, EDF rispettivamente perpendicolari agli 
spigoli SB, TE; i triangoli BSA, BSC rettangoli in B sono 
eguali ai triangoli ETD , ETF rettangoli in E, perche hanno di 
più i lati SB, e TE eguali, e gli angoli BSA=ETD, BSC=ETF; 
dunque sarà SA=TD, SC=TF , AB=DE , BC=EF ; ina essendo 
l'angolo ASC— DTF , i triangoli ASC , DTF saranno eguali , e da- 
ranno AC^DF. 

Finalmente i tre lati dei triangoli ABC , DEF essendo ri- 
spettivamente eguali, gli angoli ABC, DEF saranno pure eguali, 
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ma questi angoli misurano gli angoli diedri fatti dai piani 
BSA e BSC, ETD ed ETF; dunque ì'angolo diedro SB— TE. 

Facendo la slessa costruzione sugli altri spigoli SA e TD, 
SG eTF,si dimostra medesimamente dio l'angolo diedro SA— TD, 
e l'angolo diedro SC=:TF. Dunque quando duo angoli triedri 
hanno i loro angoli piani eguali, avranno pure gli angoli diedri 
eguali , ed essi saranno epali in tutte lo loro parti costituenti. 

Proposizione XV. — Teorema. 

Se due angoli triedri SABC, S'A'B'C (Gg. 1 74) sono formali 
da ire angoli piani rispettivamente eguali e similmente disposti, 
essi saranno eguali e sovrapponibili. 

Dimostrazione. Sovrapponendo la faccia A'S'B' alla sua egual* 
ASB in modo che lo spigolo S'A' cada sopra SA, S B' cadrà sopra 
SB; le facce eguali ASC, e A'S'C, BSC, e B'S'C essendo egual- 
mente inclinate sulle precedenti (prop. ant.), si adatteranno per- 
fettamente insieme; ed essendo l'angolo A'S'C'=ASC, B'S'C'^BSC, 
i due spigoli SC, SC coincideranno insieme, ed i due angoli 
triedri si confonderanno parimente insieme e saranno eguali. 

Scotio. La sovrapposizione e la successiva coincidenza di 
due angoli triedri avrà solamente luogo quando gli angoli piani 
eguali sono disposti nella stessa maniera nell'uno e nell'altro 
angolo solido, come nei due angoli S, S'; ma questa coincidenza 
non potrà più aver luogo tra due angoli triedri, che hanno gli 
angoli piani eguali disposti in un ordine inverso, come nei due 
angoli S, T. 

Tuttavia questi angoli , come si è dimostralo (prop. ant.) , 
essendo eguali in lutto le loro parti constituenti, non si può 
dubitare della loro eguaglianza: quest'eguaglianza dee distin- 
guersi da quella die risulla dalla sovrapposizione : essa sì chiama 
eguaglianza per simmetria; e gli angoli stessi cosi formati si 
chiamano siminelriii; perdu'' applicando una faccia di uno di 
essi sulla faccia eguale dell'altro, per es. ETF su BSC, i due 



di saranno simmetricamente posti da una parie e dall'altra 
piano comune dj combaciamento, ed occuperanno manife- 
ste spazi eguali dalle due parti di questo piano. 
Corollario i". Due angoli triedri sono eguali quando hanno 
■o spigoli paralleli, ciascuno a ciascuno, e direni nello stesso 



angolo triedro opposto al vertice col primo, che avrà i suoi 
angoli piani rispettivamente eguali agli angoli piani del primo, 
ma disposti in un ordine inverso; poiché lo spigolo, che era 
per es. superiore al piano de' due nitri nel primo angolo triedro, 
passerà sotto questo piano nel secondo, e cosi gli angoli piani 
eguali dei due angoli triedri saranno inversamente disposti, e per 
conseguenza i duo angoli triedri opposti al vertice saranno 
simmetrici. 

Proposizione XVI. — Teorema. 

bue angoli triedri S, S' (fig. 1 75) sono canali, quando hanno 
un angolo diedro eguale SA=S'A' , compresi) tra dve facce eguali 
ciascuna a ciascuna, e similmente disposte. 



Fìg. 175. 




Dimostrazione. Applicando la Taccia A'S'B' sulla faccia eguale 
ASI) in modo che S'A' sia sopra SA , e S U' sopra SB , gli an- 
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goli diedri SA e S'A' osseudo eguali, la faccia A'S'C cadrà sul 
piano della faccia ASC; t iiucome tjucsle dui' l'acce sano eguali, 
lo spigolo S'C si rjoulunik'ri collo spinolo SC , c la faccia B'S'C 
coprirà la l'accia IÌSC : ondo i due angoli triedri si confonderanno 
in uno, e saranno eguali. 

Proposizione XVII. — Teorema. 

Due «sgoli triedri sono eguali, quando hanno una faccia 
eguale adiacente a due unno/i diedri eguali ciascuno a ciascuno, e 
similmenta disposti. 

Si dimostra m'jrìi^im.ni^ìitc rpii>lo Leiircma come i due 
precedenti, col meizo della sovrapposizione. 
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LIBRO SETTIMO. 
Solidi poliedri, ossia corpi terminali da piani. 



Definizioni. 

I. Chiamasi solido poliedro, o solamente poliedro, qualsivoglia 
corpo o spazio terminalo da tutte le parti da piani, o facce 
piane. Questi piani sono Decessa ria ni ente terminali essi stessi da 
linee rette. 

Richiedono almeno quattro piani per terminare uno spazio 
da tutte le parti. 

Il solido terminato da quattro facce dicesi tetraedro; e chia- 
masi esaedro il solido di sei fucile ; Minrdrn quello di otto; do- 
decaedro quello di dodici; icosaedro quello di venti Tacce. 

II. L'in le ri ozio ne comune di due l'acce adiacenti di un poliedro 
si chiama lato o Spigolo del poliedro. 

IH. Chiamasi prisma, un poliedro compreso da due facce op- 
poste che sono due poligoni eguali e paralleli, u lateralmente 
da tanti parallelogrammi, quanti sono i lati di ciascun po- 
linone 

La fìg. 176 rappresenta un prisma. I due poligoni eguali 
e paralleli ABCDE, FGHIK si chiamano le basi del prisma; le 
altre facce parallelogramma formano la superfìcie laterale del 
prisma. Le rette eguali AF, BG, CH ecc., si chiamano lati o 
spigoli laterali del prisma. 
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Dicesi altezza di un prisma la disuma delle sue due basi, 
o la perpendicolare abbassata da un punto qualunque della base 
superiore sopra il piano della base inferiore. 



Fij. m. 




Un prisma chiamasi retto, quando i lati AF, BG ecc. sono 
perpendicolari ai piani delle basi: allora ciascun lato e eguale 
all'altezza del prisma: in lutti gli altri casi il prisma è obliquo, 
e la sua altezza e minore del suo lato. 

Un prisma diecsi triangolare , qu^h'anpe-lare , pentagonale 
ecc., secondo che la base à un triangolo, un quadrilatero, un 
pentagono ecc. 

Un prisma dici:si miniare «{umido è rotto, e le sue basì 
sono poligoni regolari : in questo caso le facce laterali sono ret- 
tangoli eguali; e la linea, che unisce i centri delle basi, chiamasi 
asse del prisma. 

IV. Quando le basi del prisma sono due parallelogrammi , il 
prisma prende il nome di parallelepipedo. 

Il parallelepipedo chiamasi rettangolo, quando tulle le sue 
facce sono parallelogrammi rettangoli. 

Notisi fa distinzione tra i! parallelepipedo retto, ed il paral- 
lelepipedo rettangolo; nel primo le quattro facce laterali sole sono 
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rettangole, e le due basi sono due parallelogrammi qualunque, 
mentre noi secondo sono rettangole anche le basi. 

V. Tra i parallelepipedi retta umili si dee distinguere il cubo 

VI. Piramide (fig. 177) è un poliedro compreso da facce 
trinii.jiil.iri clic, concorrono coi loro vertici in un medesimo punto 
S, e formano con le loro basi il perimetro di un poligono qua- 
lunque ABCDE che chiude il poliedro. 




I) poligono ABHDE è la base della piramide; il punto S 
è il vertice; il complesso delle facce triangolari che concor- 
io nel vertice forma la superficie. Interrile 'Julia piramide. 



La piramide Iriungolaro è identicamente lo stesso solido che 
si 6 chiamalo tetraedro: e ciascuna delle sue quattro facce 
può esser presa per base. 
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VII. Piramide regolare È quella che ha per base un poligono 
regolare, ed in cui la perpendicolare calala dal vertice cade 
nel centro delia base; questa perpendicolare sì chiama allora 
asse della piramide. 

Nella piramide regolare le facce laterali sono triangoli 
isosceli eguali Ira loro; l'altezza comune di questi triangoli o 
facce eguali si chiama cateto o apotema della piramide. 

Vili. Diagonale di un poliedro é una retta qualunque, che unisce 
i vertici di due angoli solidi non adiacenti ad una stessa faccia. 

I prismi triangolari, né le piramidi di qualsivoglia numero 
di facce non hanno diagonali : i parallelepipedi ed i prismi qua- 
drangolari ne hanno quadro ecc. 

IX. Chiamansi poliedri simmetrici, due poliedri, i quali avendo 
una base comune, sono similmente posti uno da una parte e 
l'altro dall'altra di questa base; in modo che i vertici degli an- 
goli solidi compresi da angoli piani eguali, sieno posti a egual 
distanza dal piano della base comune, e sopra una slessa reità 
perpendicolare a questo piano. 

Tali sono i due prismi triangolari (fig. 178) ÀBDEFH, 



Fig, m. 




ed kBtìfek addossali alla base comune ABD, qualora le relle 
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Ef, Fe, HA sìeno perpendicolari al piano della base ABD, e di- 
vise per meno da questo slesso piano. 

X. Due poliedri terminali da uno stesso mimerò di facce si- 
mili ciascuna a ciascuna, similmente disposte ed egualmente 
inclinate Ira loro, sono simili. 

XI. Un poliedro dicesi regolare, quando tutte le sue facce 
sono poligoni regolari eguali, e lutti gli angoli solidi sono pa- 
rimente eguali. 

Da questa definizione, e dallo scolio della prop. 13 del 
lib. 6, risulla clic non possono darsi più di cinque specie di po- 
liedri regolari : e le costruzioni geometriche dimostrano vera la 
esistenza di queste cinque specie, le quali sono 

Il tetraedro regolare, terminato da quattro triangoli equilateri 
eguali, cogli angoli solidi triedri. 

L'ottaedro regolare, terminalo da otto (riangoli equilateri 
eguali cogli angoli solidi tetraedri. 

L'icosaedro regolare, terminato da venti triangoli equilateri 
eguali, cogli angoli solidi pentaedri. 

L'esaedro regi/Iure, ossia il rubo, terminalo da sei quadrali 
eguali, cogli angoli solidi triedri. 

Il dodecaedri! ivi/n/riir, len)iìn;ili> da dodici pentagoni rego- 
! n iì eguali, cogli angoli solidi triedri. 



i 
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Proposizione J. — Teorema. 

Due prismi sono eguali, quando hanno nn angolo solido com- 
presi) da facce eguali ciascuna a ciascuna, e similmente disposte. 



Dimostrazione. Sia la base KECDE—abcdc, la faccia 
ABGFzzoij/ , od \KKF=<ielt-f; portando la base abcde sopra la 
mu egiiule ABCDE, esse si adatteranno perfdM niente insieme, 
ed i due angoli solidi A, a essendo compresi da angoli piani 
eguali e similmente disposti, coincideranno pure insieme; 
dunque lo spigolo af cadrà sul suo eguale AF, la faccia ug sopra 
AG, ed ak sopra AK, e così di tutte le altre facce e spigoli; 
dunque i due prismi si confonderanno in un solo, e saranno 
per conseguenza eguali. 

La base, la lunghezza e la posizione di uno spigolo laterale 
bastano per determinare un prisma; giacché lutti gli altri spigoli 
laterali debbono essere paralleli ed eguali al dato. 

Corollario. Due prismi rotti, che hanno le basi eguali e le 
altezze eguali, sono eguali. 

Scolio. Qualunque sezione LMKOP, fatta in un prisma da un 
piano parallelo alla sua base, e un poligono eguale alla base 



(ug. 179). 



Fig. HO. 
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stessa; perchè per cagione del parallelismo dei due piani ABC, 
LMN.., e degli spigoli laterali, si ha LM— AB, M.\=UC, NO=CD 
ecc., e l'angolo LM,\— ABC, MNO=IÌCD ecc. ; dunque il poligono 
f.MNOft=ABCDE. 

Un piano parallelo alla base taglia il prisma iti duo segmenti 
ALO, LOK , che sono ancora due prismi : se il piano segante non 
fosse parallelo alla base , i due sememi sarebbero due tronchi di 
prisma a basi non parallele. 

Proposizione li. — Teorema. 



In ogni parallelepipedo le facce opposte sono eguali e paral- 
lele (fig. 180). 



Fiy. i80. 




Dimostruvone. Secondo la definizione le due basi opposte 
AC, EG sono eguali e parallele: si considerino adunque le facce 
laterali AF, DG; si avrà DC eguale e parallelo ad AB; similmente 
DH eguale e parallelo ad AE; dunque gli angoli CDH, BAEsono 
eguali c paralleli (prop. 7, lib. 6), come anche i due parallelo- 
grammi AF, DG. Si dimostra medesimamente che le facce AH.BG 
sono eguali e parallele. 

Corollario. Quindi segue, potersi prendere, per basi del pa- 
rallelepipedo, una qualunque delle sei facce, e la sua opposta. 
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Seolio 1°. Gli spigoli di un parallelepipedo sono eguali quattro 
a quattro, e ciascun angolo triedro è formulo da tre spigoli adia- 
centi, che sono general mente di lunghezza diversa in uno stesso 
angolo triedro, ma sempre fanali rinfurio a ciascuno in due an- 
goli triedri qualunque dello slesso parallelepipedo. 

Un parallelepipedo è interamente determinalo quando si co- 



2°. In ogni parallelepipedo lo sezioni falle da piani che in- 
contrano quattro spigoli paralleli sono parallelogrammi (prop. 
6, lib. &); e quando il piano segante (■ perpendicolare agli spi- 
goli, gli angoli della sezione misurano gli angoli diedri falli 
dalle facce adiacenti due a due; ondo in ogni parallelepipedo gli 
angoli diedri opposti sono eguali. 

Proposizione IH. — Teorema. 

In ogni parallelepipedo gli tingali solidi opposti sono simme- 
trici; e le quattro diagonali si tagliano scambievolmente per 
metto in uno stesso punto (fig. 181). 



Fig. ISt. 




Dimostrazione. Infatti 1°. Due angoli solidi opposti hanno 
i loro spigoli paralleli e volti in parti contrarie : dunque essi sono 
simmetrici tjib, G, prop. 13). 



'2°. Se s'intendono l'cintlnit'j le due diagonali DF, BH del 
parallelepipedo, esse si tajliei'aiiDO in parti eguali, perchè sono 
diagonali del parallelogramma BDHF; similmente le diagonali 
BH, AG del parallelepipedo essendo insieme diagonali del paral- 
lelogramma ABGI1, esse si taciteranno pure in parli eguali; onde 
AG taglierà BH nel medesimo punto in cui quest'ultima e ta- 
gliala da DF;neilo stesso modo si vedrà, «he anche la quarta 
diagonale CE passa pel medesimo punto. Dunque le quattro dia- 
gonali sì tagliano per mezio in uno slesso punto, che potrà con- 
siderarsi come il centro del parallelepipedo. 



Nel parallelepipedo rei/angolo, le quattro diagonali sono 
eguali; ed il quadrato di una di esse e eguale alla somma dei 
quadrati dei Ire spigoli adiacenti, o formanti uno stesso angolo 
triedro (fig. 182). 



Dimostrazione. i°. Le due diagonali AC, BD della base ret- 
tangola sono eguali; i quattro spigoli laterali sono parimente 
eguali; ma ciascuna diagonale del parallelepipedo rettangolo, 
per es. BH, 6 l'ipotenusa di un triangolo rettangolo avente pei' 



Proposizione IV. — Teorema. 



Fig. m. 





cateti una diagonale BI) della basi 1 , ed uno spigolo laterale DH; 
dunque le quattro diagonali sono eguali. 

2°. Supponendo tirala la diagonale BH, il triangolo BDH 
rettangolo in D darà 

BH'^BD' + DH'; ma BD'^ÀB'f AD 1 , e DH«=AEV 
dunque sarà 

BÌÌ»=AB , -i-AÌ)'-t.ÀE l . 
Corollario. Quindi nel cubo (fig. 183) sarà BH'=3AB», 



Fig. M. 




ossia BH=ABV'3; e prendendo per unità il lato del cubo ri- 
sulterà m=y$. 



Phoposizionb V. — 



Teorema. 



Il pinna BDHF passante per itae spigali paralleli ed opposti 
BF, DH , divide il parallelepipedo AG m due prismi triangolari 
ABDEFH , 13CDFGH eguali a per topi-apposizione, o per sim- 
metria (fig. -184). 



Dimostrazione. I due prismi ABDEFH, BCDFGH sono ter- 
minati ciascuno ila cimine fiicrr- t i = p.-^di %thii .?n [ t'inali, ed epial- 
menle inclinate Tra loro; giacché ABD=BCD, EFH— FGH, 
ADHE— BCGF, ABFE=DCGU, e la faccia BDHF è comune; di 
più l'angolo diedro AE=CG, l'angolo ADHF=CBFH come al- 
terni interni, e l'angolo ABFlfclìDHG per la slessa ragione ivc; 
dunque pare potersi conchiudere clic i due prismi sono eguali, 
e per consegnerà che ciascuno di essi è la meli del paralle- 
lepipedo. 

Questa conseguenza è vera, ma non è geometrie a me ni a 
dedotta. 

Infatti, i due prismi triangolari possono solamente soprap- 
pesi e coincidere insieme nel caso in cui il parallelepipedo, di 
cui fanno parie, è retto, come nella fìg. -185; in questo caso, 
sqwiimlo i due prismi, e portando la base del secondo BCD 
solla base del primo LAB, i duo spigoli CG, AE essendo perpen- 
dicolari alla base in uno slesso punto A, si confonderanno in- 



Fig. 181. 




Di j Lv 
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sieme, e così i due prismi coincideranno, c saranno pci-fet la- 
mente eguali. 

Ftj, m. 




potrò stabilire 1,1 soprappi^ione dei due prismi, perchÒ i loro 



fì 3 . ise. 




angoli solidi essendo riunii strini line a duo non possono coinci- 
dere insieme; ma adattando la base supcriore FGH del secondo 
alla baso inferiore UAil del primo, il secondo prisma prenderà la 
posizione rappresentata da ABD/W< , ed i due prismi sono allora 
post) da ambe le parli del piano della loro base connine, in 
11 
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Proposiuone VI. 




Tunrenta. 





Dite tetraedri o due piramidi triangolari S, S' (lìg. 187} 
sono eguali , quando hanno tre (acce canali ciascuna a ciascuna, 
e similmente disposte; cioè 

SAB=S'A3', SAC=S'A'C', SBC=S'B'C. 



%. «IT- 




Dimostrazione. Secondo l'ipotesi, gli angoli triedri S e S' 
sono eguali (prop. 15, lib. 6) e sovrapponibili; stabilita la coin- 
cidenìa dei due angoli triedri, le Ire facce rispettivamente eguali 
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si confonderanno insieme, e la quarta faccia A'B'C si confon- 
derà pure colia faccia ADC: dunque i due tetraedri sono eguali. 

Corollario. Duo tetraedri dOtio uguali, quando hanno i loro 
sei spigoli rispettiva munti' eguali, e riuniti nello stesso modo. 

Scolio. Si dimostrami metili ma melile le due proposizioni 
seguenti : 

1* Due piramidi triuogolnri S, S' sono eguali, quando 

Inumo din: filtro fi/noli ciasniini il finn olio, siio/liooi/te dispone, 

ed egualmente inclinate Ira loro: cioè SAIÌ=zS'A'B', SAC=S'A'C 
e [angolo diedro SA=S'A'. 

2* Due pini midi /rioioj'doii .'■mio et/nuli, /piando hanno una 
faccia esilile SAB= S'AB', e gli angoli diedri adiacenti egiudi 
ciascuno a ciascuno, c similmente disponi; fini l'angolo diedro 
SA— S A', SB=S'B', e AB=A'R'. 

Proposizione VII. — Teorema. 

Se le tre facce die concorrono nell'angolo triedro f della pi- 
ramide Sfghi/i (fig. ISf) «in ri rispt'ttimiiirnte fonali alle tre facce 
che concorrono nell'angolo triedro a della piramide Sabcde, e se 
queste facce sono similmente disposte, le due piramidi sono eguali. 




Dimostrazione. Infatti soprappouuudo la hnse abede alla sua 
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eguale fghik, i dui? angoli triedri a, ( coincideranno insieme, lo 
spigolo aS si confonderà collo spigolo jS e la piramide Sabede 
colla piramide Sfykik; i[uiii|in' le dui; piramidi sono eguali. 

Due piramidi sono ancora eguali, quando lianno la base 
ed una faccia eguali ciascuna a ciascuna, egualmente inclinate, 
e similmente disposte; per esempio la base abede eguale alla 
Ijjisc f uh ili, ta faccia Sub eguale alla faccia S/j, e l'angolo diedra 
iti: ojtu.'ik' all'unno]'.! diedro i>fiji , percliù sovrapponendo la base 
abede alla base /yA /// , le due piramidi coincidono man iteu inolile 
insieme. 

La dimostrazione è la stessa. 

PiiOPosiztor>E Vili. — Teorema. 

Se xaa piruttiiilf ijini/ini'/ifi' SAHCld'', dig. '99* viene tagliala 
da un piano parallelo alla sua buse: 

■1°. La lettone fylitli e mi jm/i'/un" si-utile alla buse ABCDE; 

2°. La piccola piramide recisa Sfgltik è simile itila pira- 
mide intera SABCDE; 

3". L'alleila SP a gli spìgoli laterali SA, SB ecc. sono 
tagliali in parli proporzionali. 

Dimostrazione \.° I lati della sezione fg, gh, hi ecc. sono 
rispettivamente paralleli ai lati della base AB,BC,CD ecc., 
(prop. fi, lib. G); dunque liti :mgo!i di'lla spione f, g, h ecc. sono 
rispettiva mei ile eguali agli angoli della baso A,B, Gecc: di 
più essendo 

SB:%::AB:ft 
ed SB;Sff::BC:jA, 
risulterà 

AB:/j::BC:aA;;CD:Ai:: ecc., 

dunque la seziona fgltik sarà simile alla base ABCDE. 
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2. ° Le due piramidi SAIÌCDE, Sfvliik sono terminale da 
facce simili e ? imilmeutit disposte: ilmi'pie es.-c sono simili. 

3. " So pel punto S s'immagina condotta un piano pa- 
rallelo alla baso ABCDE, la lena parie de! teorema risulterà 
dalla prop. 8, lil). fi. 

Scolio. Sieno due piramidi simili SAIiflItK, Saliate: se sul 
lato SA si prende una parte Sf eguale al lato omologo Sn, e 
pel punto / si faccia passare un piani! fijhik parallelo alla base 
ABCDE, le due piramidi Sfijì.ik, Schede saranno eguali; infallj 
si dimostrerà lacilmenle che la base fahik è eguale alla base 
abede, la faccia Sfg È eguale alla faccia Sah, e l'angolo diedro 

S/ifi « cjjiialu all'angolo diailra ab, giacché (piesli dui! angoli 

sono entrambi eguali all'angolo diedro AI); dunque le due pi- 
ramidi ponno sovrapporsi; e sono per conseguenza eguali. 



Fig, ISS. 




Proposizione IX. — Teovema. 

In due piramidi simili SAltCDE, Sabctle (fig. ISO.i: I." Gli 
spigoli omologhi som proporzionali Ira loro, od alla alleile delle 
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piràmidi; 2." Le basi ABCDE, abcde e tulle le facce omologhe 
stanno Iva loro come i ipim/iwi tiri lati omnliKjhi, o come i quadrali 
delle alletze. 

pimostraiionc. 1." Le facce delle due piramidi essendo si- 
mili ciascuna a ciascuna sì avrà 

AB:a6::AS:ai::BS:J«:: ere 

Ma (prop. ani.) si lia anche 

BS: ff S: :SP:Sy, ed è $S=«S, e H<i=$Q, 
dunque sari 

AB:o/'::iis:fa::sp:so, 

2." Le basi ABCDE, alwde essendo simili, danno la pro- 
porzione 

ABCDE:a6trfe::AB T :aP, 
dunque fdim. ani.) sarà anche 

ABCDE:«Aciie::SP r :SQ*, 

ed anche 

SABISailISP 1 :^, ecc. 

Coroìlario. In due piramidi diverse SABC, S ABC DE 
( figura 190 ) , di eguale altezza S 0 =. S P , le sezioni 
li Ili, foìiik fatte parallelamente alle basi, ed alla slessa 
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disianza dai vertici , stanno fra loro come le basi stesse; 
perchè si lia 

ABc:HiK:tóO , :s» , > 

e ABCDEIftAiiltSP 1 :!?; 
ina, per ipotesi , SO^rSP, e Su— S?; dunque 
ABC : ABC DE : : H1K : fghik. 



Fìj. 190, 




So lo basi ABC, ABCDE fossero equivalenti, le sezioni falle 
a egual distanza ilai vortici sarebbero anebo equivalenti. 

Proposiziose X. — Teorema. 

Nei poliedri fintili, gli spigali omologhi sono proporzionali 
tra loro. 

Dimostraiioite. In due facce simili, i lati sono evidente- 
mente proporzionali: ina le facce simili due a due, sono in 
ciascun poliedro due a due adiacenti ad un lato comune; dunque 



Ili ragione tra tino Iati omologhi delle facce simili è la stessa 
in tutte queste facce; dunque gli spigoli omologhi dei poliedri 
simili sono proporzionali tra loro. 



Proposizione XI. — Teorema. 



Le superficie di dm poliedri simili situino fra loro come i 
quadrali dei loro singoli omologhi. 

Dimostrazione. Le facce dei mie poliedri essendo simili due 
a due, staranno tra loro coinè i quadrali ilei loro lati omologhi; 
ma questi lati o spigoli essendo tutti proporzionali, i loro qua- 
drati formeranno due a duo ragioni eguali; dunque le facce sono 
due a due nella medesima ragione; eppert la somma delie facce 
del primo poliedro stara alla somma delle facce del secondo, 
come una faccia qualunque del primo Sta alla faccia simile del 
secondo, 0 come il quadrato di imo spigolo del primo sia al 
quadrato dello spigolo omologo del secondo. Dunque le super- 
ficie dei poliedri simili stanno fra loro come i quadrali dei loro 
spigoli omologhi. 

Scolio. La superficie di un poliedro essendo eguale alla 
somma delle aree delle diverse facce, da cui esso è terminalo, 
si potrà agevolmente calcolare secondo le regole esposto nelle 
pi'i-ijur-i/ioni V, VI, VII, Vili del lib. 2; per riguardo a questo 
soggetto si noteranno alcune proposizioni, clic possono consi- 
derarsi come altrettanti corollari delle proposizioni qui sopra 
citate. 

I. La superficie laterale di un prisma retto ha per misura il 
prodotto del perimetro della sua hase pel suo spigolo laterale. 

il. Lo superficie totale di un prisma regolare (le basi com- 
prese) kaper misura il prodotto del perìmetro della sua buse per 
la sommo di uiw >j dt-ll'apittema della base. 
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IH. La superficie laterale di mi. prisma ah! inni) Fin per misura 
il prodotto (hi periaielm ili mai sezione perpetui teolnre agli spigoli 
laterali per la loro lunghezza comune. 

IV. La superficie laterala di una piramide regolare ha per mi- 
sura la metà ilei proilutto del perimetro della ma base per topo- 
temo della piramide. 

V. La superficie lutai' 'di una piramide miniare (compresala 
base) lia per misura la metà del prodotta del perimetro della sua 
base per la somma dei due opati'mi delia piramide e della base. 



Bue parallelepipedi di egea! hu>e e ili eij'.mlc altezza sono 
equivalenti. 

Dimostrazione. Sieno i due parallelepipedi AG, AL (Gg.lM) 
posli sulla stessa base AliCD, <■ bli:ralmenle compresi Ira duo 



piani paralleli ABKE, DCLII: questi parai Iole pi pedi avendo per 
ipolesi eguali altcszc, le basi superiori EG, IL cadranno in uno 



Proposizione XII.— Teorema. 
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strsso piano parallelo alla base inferiore, eil i laii EF, HG sa- 
ranno in linea rolla coi Iati IK, LM; ciò posto, i due prismi 
ii-i:niL>olari AE1D1IM, ììFKCGL sono eguali, perchè avendo le basi 
eguali e gli spigoli eguali e paralleli, si possono sovrapporre in 
tolte le loro parti (prop. 1). 

Ma se da tulio il solido ABK.EDCLH si toglie il prisma 
AEIDIIM, rimarrà il parallelepipedo AL, e so dallo slesso solido 
si loglio il prisma BFKCGL, rimarrà il parallelepipedo AG; 
dunque i due parallelepipedi AG, AI, sono equivalenti. 

2." Se i due parallelepipedi di egual base e di eguale altezza 
non sono lateralmente comprosi Ira due piani paralleli, come 
AP, AG (%. 192), allora prolungando i lati deile basi supe- 

Fij. m. 
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rìori ON e PQ, HE e GF finché s'incontrino in I, K, L, M, e 
tirando le rette AI, BK, CL, DM, si formerà un terzo paral- 
lelepipedo AL equivalente a ciascuno dei due primi (dim. ani.); 
dunque i due parallelepipedi AP, AG, entrambi equivalenti al 
terzo AL, sono equivalenti Ira loro. 



Può rosi zio?.' e XIII. — Teorema. 

Un paraìli'kpipt'iln </ii>ihtii'jiii' ù sriupw et/tiivalenle ad un 
p:if\r!li'li:pipri/„ n'Unngolo della slessa alletta, e di base equi- 
valente. * 

è equivalerlo ad un parallelepipedo rollo AG della slessa base 
ed altezza. 

2.° Ogni parallelepipedo rello ABKIEFLM (fig. 193) è pure 
sempre equivalerne ad un parallelepipedo rettangolo ABCDEFGH 



Fig. 193. 




della stossa altezza, e di baso rettangola ABCD equivalente alla 
base ABKI. Infalli so si prende per baso dei due parallelepipedi 
la faccia comune AF, essi hanno la slessa altezza AD. 



Più) posizione XIV. — Teorema. 



Due pai-aHtlqiipnli wtl:mtjM AG-, AL (fìg. 194) della 
stessa base ABCD, sia imo fra loro come la loro altezza AE, AI. 



fìimoslrazionc. Supponisi primieramente die le allczie 
AE, AI sieno fra loro come due numeri interi, per es. 15:8; 
divirlenilù AH iti \'< piirti liliali, AI conterrà 8 (ii queste -.tesse 
parli; e per tulli i punii di divisione delta retta Ali ìmui:i<>i- 
nando condoni tanti piani paralleli alla base ABCD, il paral- 
lelr'pipedo AG sari cosi diviso in 15 piccoli parallelepipedi 
eguali, ed il parallelepipedo AL conterrà 8 di questi stessi pa- 
rallelepipedi; dunque si avrà 

AG:AL::i5:s, 

ossia 

ag;àl::àe:ai. 

2." Quand'anche is altezze AE, AI siano incommensurabili, 
sari sempre 

ag:àl::ae:ài, 
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poiché seguendo la medesima via temila pei parallelogrammi 
nella prop. 3 del lib. 2, si dimostrerà, clic il quarto termine 
della proporzione non può essere ne maggiore ne minore di Al. 

l'i'.iirwiy.iONE XV. — Teorema. 

Due paralkUpipedi rettangoli AG, IQ (tig. Ì!)Ó1 di medesima 
altezza AE, 8fn«no tra loro come le rispettive basi ABCD, 1KLC. 

f'ig. I9Ò. 



a <l 




Diitwsiratione. Addossando i due solidi sull'angolo piano 
comune 1CG, e prolungando il piano IKRS fintile incontri il 
piano ADHE secondo la retta VT, si formerà un terzo paralle- 
lepipedo VG paragonabile con ciascuno degli altri mie AG, IQ. 

1 due solidi AG, VG avendo la slessa base DCG!!, stanno fra 
loro come le loro altezze C!t, CI; similmente i due solidi VG, IQ 
avendo la slessa base ICGS, stanno fra loro come le loro altezze 
CD, CL; dunque si avranno le due proporzioni 

Soiid. AG:Soi. vg::cb:ci, 



Soiid. vg:soI. iq:;cd:cl. 



Moltiplicando queste proporzioni per ordine, e tralasciando 
il (alloro comune Sol. VG, si avrà 

soiid. KGiSoi iq::cbxcd:cixCL. 

Ma CBXCD esprimo la base AB CD, e ClxCL esprime la 
1,,-ise 1KLC; dunque duo parallelepipedi rettangoli della stessa 
altezza stanno fra loro come le loro basi. 



PimrosizK 



E XVI. — Teo 



Due paralleli rettangoli gualungue AG, IO (fig. 196) 
stanno fra loro cornei prodotti delle loro basi per le rispettive 
.Itene, o come i prodotti 'Ielle loro ire dimenio™. 

fì s m. 



Dimostrazione. Si dispongano i dito parallelepipedi in modo 
che l'angolo piano 1C1> sia comune ad entrambi; si prolunghino 
i piani del secondo parai lei e pi pedo IO, finché formino il terzo 
parallelepipedo IO che abbia comune col primo l'altezza, e col 
secondo la baso; ciò posto, si avranno le dne proporzioni 

Soiid. ag:so1. iq::Abcd:iklc { P ro P . ant.), 



soiid. io:soi. io::ae:im (pi«p. U). 
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MuliijìliKiuiilo por ordino, ed omettendo il fattore comune Sol. IO. 
risulterà 

Sot. AG:Sol. io::abcdxae:iklcxim. 

In vece delle basi ABCD, IKLC sì può mettere ABx AD ed 
IKxIC, e risullerà 

sol. ag:Soi. io::ab. ad. ae:ik. ic. m. 

Dunque due parallelepipedi rclliNi^dli -Uìiìiìc anche fra loro 
come i prodotti delle !oro tre dimensioni o dei loro Ire spigoli 
contigui. 

Scolio. Misurare un solido, o uno spaiio qualunque limitalo 
si 6 cercare quanto volle questo solido contiene un altro solido 
cognito e preso per unità; oppure determinare la ragione del 
solido, che si vuole misurare, al solido preso per unità di 
misura. 

Sella misura dei solidi si assume ordinariamente per unità 
il cubo avente per iato l'unità dì lunghezia, come il piede cubo, 
il trabucco cubo, il metro cubo ecc., se le lince si misurano 
col piede, col trabucco, o col metro ecc.: ed il numero di volte 
che un dato solido contiene il cubo preso per unità, si chiama la 
.'■'tlitìità, il volume, o la misura di questo solido. 

Quando si tratta di vasi o corpi cavi, la misura dello 
spazio interno e vuoto di questi corpi prende anche il nome di 
capacità. 
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Proposizione XVII. — Teorema. 

La misura di un parallelepipedo rettangolo e. eguale al 
prodi/Ilo della sua liane per la san aliena, o al prodotte delle 



Onde sì vede clip il prodotto dulia ba-e per l'allega , ossia il pro- 
dotlo dei Ire spinili mulinili (■fpriirie traine volte il parallelepi- 
pedo AG contiene l'unità di volumi:. 1 tunqi ic questo prodotto è la 
vera misura della grandezza o del volume del parallelepipedo. 

Cordonilo si è altrove avvertito, per prodotto dei Ire spìgoli 
dee intendersi il prodotto dei tre numeri che esprimono quante 
volte ciascuno spigolo contiene l'unita lineare. 



Così se nel parallelepipedo AG della fìg. 198 si suppongono 
i tre spigoli AB, AD, AE rispetti vam ente di 3, di 1, c di 8 once 



225 

di lunghezza, il volume del parallelepipedo AG sarà espresso dal 
numero 3 x 2 x 8=48 once cube. 

Infatti sì può considerare il parallelepipedo AG come com- 
posto <li otto strali sovrapposti di un'oncia di altezza: ciascuno ili 
questi strali può similim-iiiu riguardarsi come composto di due 
lile contenenti ciascuna tre cubi di un'oncia di lato : quindi ogni 
strato conterra 2 x 3— li di questi cubi, e tutto il parallelepipedo 
ne conterra 6x8=48; cioè sarà il volume eguale a quarant'otto 
enee cube. 



Fi.j. 198. 



£7 



Il cubo essendo un parallelepipedo rettangolo coi Ire spigoli 
contigui eguali, il volume di un cubo qualunque avrà per misura 
la terza potenza del suo spigalo o lato. K di qui deriva il nome di 
cubo di un numero usalo nel l'aritmetica per significare la terza 
potenza della slesso numero. 

Quindi se saranno più cubi, i quali abbiano i loro lati rispet- 
tivamente eguali ad 1,2,3, 4, ecc. unità lineari, i loro volumi 
saranno espressi dal numeri I , 8, 27», 64, ecc.: e cosi il cubo 
costrutto sopra una linea doppia, Iripb, quadrupla di un'altra, 
sarà 8 , 27 , 64 , ecc. volle maggiore del cubo costrutto sopra di 
questa. 
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Proposizione XVIII. — Teorema. 

Il volume ili mi l'iiniUfli'pipoli. i/ititl>t>n/\ir è eguale al prc- 
dolto della sua buse per la sua altezza. 

, Dimostrazione. Un parallelepipedo qualunque ù equivalerle 
ad un parallelepipedo rettangolo della stessa altezza , e di base 
equivalente (prop. ìfl); ma il volume di questo secondo è eguale 
alla sua baso moltiplicata per la sua altezza (prop. ant.); dunque 
il volume del primo sani piii'mi-i'iik i^unie ni prodotto della sua 
base per la stia altezza. 

Corollario i°. Il volume di un prisma triangolare ò eguale 
al prodotto della sua base per la sua altezza: perchè ogni prisma 
triangolare è la meta di un par.dldepip'-'ilo della stessa altezza, i 
di base doppia di quella del prisma (prop. 5 cor.) ; dunque ecc. 

Corollario 2°. Il volume di un prisma qualunque c eguale al 
prodotto della sua base per la sua altezza. 

Infatti ogni prisma può scomporsi in altrettanti prismi trian- 
golari di medesima altezza , quanti sono i triangoli , in cui può di- 
vidersi la sua base; e la somma dei volumi di lutti questi prismi 
triangolari é eguale al volume del prisma totale: ora questa 
somma ha per misura il prodotto di tutti i triangoli componenti 
la base del prisma totale per l'altezza comune dei prismi triangolari 
o del prisma (ola le. 

Corollario 3°. Due prismi di medesima altezza stanno fra 
loro come le loro basi: e viceversa due prismi di basi eguali, e 
solamente equivalenti, stanno fra loro come le loro altezze. 
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Proposizione XIX. Lemma. 

F Se il lato SC di una piramide triangolare SABC (fig. 199) , 

si divìde in parti eguali SK , KG , GII , HC , e pei punti di divi- 
sione si conducono altrettanti piani paralleli alla base ABC, e si 

ia formano per ciascun segmento della piramide due prismi trian- 

golari, uii esterno CABHDE o CD, l'altro intemo CnilIFO a 

?t CF, ecc.; 

* La differenza tra la somma dei prismi esterni, e quella 

dei prismi intemi, è sempre eguale al primo prisma esterno 

it CD [ormalo sopra la base ABC della piramide. 

Questa verità risulterà evidenti', se si osserva che ogni prisma 
interno, per es. CF, è eguale al prisma esterno soprastante HI, ecc., 
e che nell'ultimo segmento SK, il prisma interno e nullo. 

i Sarà dunque la somma dei prismi esterni eguale a 

CD+HI+GQ+KU, 

e la somma dei prismi interni 

CF+HM+6R=HI+GQ+KU; 

onde la differenza tra queste due somme è manifestamente eguale 
al primo prisma esterno CD. 

Corollario. Accrescendo convenienti-niente il numero delle 
sezioni parallele ed equidistanti, l'altezza dei prismi diminuirà 
successivamente, ed il primo prisma esterno CD, ossia la diffe- 
renza tra le due somme di prismi esterni ed interni, potrà diven- 
tare minore di un prisma qualunque dato, per piccolo che esso sia. 

Ma la piramide SABC essendo maggiore della somma dei 
prismi interni e minore di quella ilei prismi esilimi, la differenza 
tra ciascuna di queste due somme e la piramide stessa potrà di- 
venire minore di qualunque prisma dato, quantunque piecolis- 
I simo; poiché !> chiaro die r|u est' ulti 111,1 ilifl'erenza è necessaria- 

mente minoro del primo prisma esterno CD. 

j 
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Pbhhwizmne XX. — Teorema. 



Bue piramidi triangolari SABC, S'A'B'C (fig. 199) ehi homo 
le basi ABC, A'BC equivalenti, e la medesima altezza, sono 
equivalenti in solidità, 




Dimostrazione Sia, se i possibile, la piramide SABC 
> S'A'B'C, e siaD la loro differenza, clic potrò riguardarsi come 
il volume di un prisma di base eguale a quella della piramide 
S'A'B'C , c di altezza x: dividasi l'altezza della piramide S'A'B'C 
in parti eguali tra di loro e minori di x, e si costruiscano i prismi 
esterni corrispondenti; pel lemma precedente la differenza tra la 
somma di questi prismi e la piramide S'A'B'C sarà minore di 11, 
cioì; la somma dei prismi Mlerni sarò minore di S'A'lì'C'-t-D. Ma 
si ha per ipotesi SABG=S'A'B'C+D; dunque la piramide SABC 
sarebbe maggiore della somma dei prismi esterni alla piramide 
S'A'B'C. 

Intorno alla piramide SABC s'immagini ora costruito un 
egual "numero di prismi esterni ; le basi delle due piramidi es- 
sendo equivalenti, e le sezioni l'atte a egual distanza dai due ver- 
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fki essendo parimente equivalenti (prop. 9, coroll.), i prismi 
esterni alle due piramidi saranno due a due equivalenti , perchè 
hanno basi equivalenti e la medesima altezza; dunque le loro 
somme saranno pure equivalenti, e pei conseguenza la piramide 
SA Ufi sarebbe macinìi] della somma de "suoi prismi esterni, ciò 
che c impossibile; dunque la piramide SABC non può essere 
maggiore della piramide S'A'il'C. 

Con un ragion a me li lo simile si dimostra che la piramide 
SABC non pub essere minore di S'A'B'C 

Dunque due piramidi triangolari aventi le basi equivalenti 
e la slessa altezza sono equivalenti in solidità. 

Proposizione XXI. — Teorema. 

Ogni piramide triangolare EABC (%. Nìti) è la terza parte 
di un prisma triangolare ABCDEF di egual base e. di eguale 
alletta. 



f jj. ino. 




Dimoslmtiùnc. Il piano AEC separa dal prisma la piramide 
triangolare EABC; la restante parte del prisma è una piramide 
quadrangolare EACFD avente il vertice in E, e la base ACFD; 
questa piramide quadrangolare viene divisa dal piano AEF in 
due piramidi triangolari EAFD, EACF; ed il prisma ABCDEF 
trovasi così scampo! tu in Lre jiir.imuli triangolari EABC, E A FD, 
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EACF; ora la prima EABC'ha la stessa base e la slessa altczzt 
ilei prisma; la seconda EAFD, se si considera posta sopra la 
liasc DEI' col vertice in A, ha anche la slessa base e la slessa 
allena del prisma, ed è per c Oliscane irta l'qmvak'nli: alla prima: 
la terza poi EACF è ci invalente alla feconda EÀKO, perchè 
hanno le basi eguali .M''I1=ACF. e. la stessa altezza. 

Dunque la piramidi; EABG è la terza parte del prisma 
ABCDEF della stessa base ed altezza. 

Corollario ì." La solidità di una piramide triangolare è 
eguale al prodotto della sua base pel terzo della sua altezza. 

CoraUar'ui 2.° La solidità di ima piramide r|uahmque è anche 
eguale al prodotto della sua base pel lercio della sua altet/a. 
polendo ogni piramide l'Iig. scomporsi in tante piramidi 

triangolari, quanti sono i Irmiignli in cui può scomporsi la base 
di essa. 



Cosi, per es., è chiaro che il volume della piramide SABCUE 
é eguale alla somma dei volumi delle tre piramidi triangolari 
SABC, SACR, SADE aventi tulle la stessa altezza SP della pira- 
mide totale, onde sarà 

SABCDE=r(ABC-t-ACD-t-ADE)x ySP=area ABCDEx ^SP. 
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* Corollario 3.° Ogni piramide è il terzo di un prisma di egual 
base e di eguale altezza. 

Corollario A." Duo j>i i-;nr< ni r ipuìimiqui' stanno fra loro come 
i procioni dello loro basi per le loro altezze: opperò due piramidi 
di basi equivalenti stanno fra loro tome le rispettive altezze; e 
due piramidi di eguale altezza stantio come le loro basi. 

Corollario Ti.° 11 volume di un poliedro >'■ eguale alla somma 
dei volumi delle piramidi in cui si può scomporre. 

PiiOPOSiziosE XXII. — Teorema. 

Il tronco ili piramide trinnoolan: .\BCdef (fig. a basi 
parallele, è equivalente alla somma di tre piramidi di alletta 
eguale a quella del tronco, e le cui basi siano rispettivamente 
et/unii alla base inferiore del tronco, alla sua base superiore c ad 
una superficie media proporzionale tra queste due. 



Fig. idi. 




, Dimostrazione. Chiamasi tronco ili piramide la parte infe- 
riore di una piramide tagliata trasversalmente da un piano: e 
quando questo piano é parallelo alla base della piramide , il 
tronco si dice a basi parallele. Ciò posto, il tronco MICdef può 
intendersi scomposto nello tre piramidi eABC, ckfd, eAC/; la 
primo eABC ha por base 11 triangolo ABC, base inferiore del 
tronco, ed ha la slessa altezza del tronco, giacché il suo vertice a 



è posto sulla base superiore def parallela all'inferiore ABC; 13 
seconda ehfd, ossia Ade/ ha per baso def, che è la base superiore 
del Iniuco, e la mei lentia altcm de! tronco; si hanno cosi le 
due primo piramidi accennate nell'enunciato; rispetto alla tema 
[linnniiìc i'\Cf, iial punto f nel piano rfABe si tira la retta cG 
parallela alla retta d A, essa sarà anche parallela al piano d\Cf 
(prop. 4, lih. ti), e por conseguenza i due punii e, fi saranno 
equidistanti dal piano d\Cf, dunque la piramide i:\Cf b equiva- 
lente alla piramide G.\Cf avente la stessa base AC/" ed il vertice 

in G; quest'i ili inni poi GAG/" se si nìiisidern posta sulla base AGC 
col vertice in /, ha la slcss;i ;dtc(/;i rio] tronco, e la sua base AGC 
6 media proporzionale tra le due basi ABC, ile/ del tronco. 

Infatti, i due triangoli ABC, AGC avendo ia stessa altezza, 
daranno 

àbc:àgc::ab:àg, 

eri i triangoli AGC, def avendo l'angolo A— d, cri il lato AG=rfe, 
daranno 

kGC:def.:kC:df (prop. 16,lib. 3); 

ma le seconde ragioni di quesie due proporzioni sono eguali, per- 
chè i triangoli simili ABC, def, rianno 

SB-.dc:: ACldf, ossia AB;AG::AC:rf/V 

dunque eguagliando le due prime ragioni, si otterrà 

ABÒ:AGC::AGC:rfe/. 

Dunque la base AGC della terza piramide è inedia proporzionale 
ira le due basi ABC, def del tronco. 

Scolio. Questa proprietà del tronco di piramide triangolare 
è egualmente vera per qualunque altro tronco piramidale a basi 
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.parallele; infoili, sieno due piramidi SABC, SARCDE (lìg. 'Jn.'lj 
una triangolare c l'altra qualunque, ma di basi equivalenti c ili 
eguale altezza SO=SP: questo piramidi sono equivalenti. Se m 
tagliano entrambe con piani paralleli alle loro basi ed equidistanti 
dai loro vertici, le sezioni IIIK. fyhìk seno equivalenti siccome 
proporzionati alle basi ABC, ABC DE, c le .lue piramidi recise 
SHIK,S/jA/4 sono pure equivalenti; onde il tronco ABCHIK sarà 
equivalente al tronco ABCDK/.yM : sienjine questi due tronchi 
liuimo le basi i-^pettivaiiiente r'quivaii.-i]l.i e l'altezza eguale, il 
teorema dimostralo pel tronco triangolare ABCHIK è egualmente 
vero per un tronco qualunque ABCDE/jAiA-. 



Fig. 203. 




Corollario. Il volume ili un tronco piramidale qualunque a 
basi parallele , ó eguale al prodotto del terzo della sua altez;:i per 
la somma delle Ire basi , inferiore cioè, e supcriore del Monco , e 
inedia proporzionale tra queste due. 

Cosi se Bei sono le due basi, ed A l'altezza del tronco, il 
volume di questo tronco sarà espresso per 



I'uui'um/.ionk XXIII. — Teorema. 



il inumi ili prisma tnamjohnr Ai!CI*F,F lli^. 504) è ei/'iiva- 
teiUc alla somma ili Ire pirnmii/i muntile sulla medesima base 
AliC del tronco e coi renici collurali nei cenili l>, E, F, degli 
ungali dalla faccia opposta alla base. 



Rj. SOI. 



: Il tronco ABCDEF si compone di Ire pira- 
midi EABG, EACF, EAFD, delle quali la prima E ABC ha per 
base ABC, ed il vertice nel punto E; la seconda EACF è equi- 
valente alia piramide BACF avente la stessa base ACF col vertice 
in B, e questa BACF pini ciinsiderarsi p otta sopra la base ABC 
col vertice in F; la tema piramide EAFD è equivalente ad 
un'altra piramide BACD posta sopra la base ACD— AFD col 
vertice in B, e quest'ultima BACD può anche considerarsi posta 
sopra la base ABC col vertice in 13. 

Dunque il tronco ABCDEF e equivalente alla somma delle 
Ire piramidi E ABC, FABC, DABC, aventi la base comune ABC, 
ed ì vertici nei punti E, F, D. 

Corollario. Dal teorema precedente risulta, che un prisma 
triangolare troncalo ha per misura il prodotto di una delle sue 
basi pel terzo della somma delle tre perpendicolari abbassale su 
questa base dai vertici della base opposta. 



MB 

Se il prisma tronco è cello, il suo volume e espresso dal 
prodotto della basi' pel (n/.o (Idia somma dei tre spigoli ad essa 
perpendicolari. 

Qnal inique siasi il prisma triangolare tronco , il mio volume 
è eguale al prodotto dell'area di una se/Jone perpendicolare agli 
spigoli paralleli per il terzo della somma dì questi stessi tre 
spigoli. 

Proposizione XXIV. — Teorema. 

Due piramidi simili SABCDK, Salvile (fìg. 205] stanno fra 
loro come iciéi delle loro aliene, o come i cubi de loro spigoli 
vmototjki. 



Fi;). 906. 




Dimostrazione Dalla proposizione !1 si. ha 

ABCDE:,tferfc::sF , :SQ r ; 

ina si lia anche evideniemenie 

!sp:ìsq::sp:sq ; 

□igìfeed 0/ Google 



moltiplicando quest'i ilne projioriioni per ordino, risulterà 

ABCDExiSPIa^xjSG^SP^SQ 1 . 

1 duo [itimi termini di questa proporrmi e esprimendo i . 
«dumi ilnllo dm 1 piramidi simili, ne risulta olio questo piramidi 

stanno fra loro rome i cubi dolio loro altezze. 

Ma lo altero essendo pi'opnriioiiiili ;iliIÌ spigoli umolo-lii , si 

avrà 

SP*:§(?::1wP:S?::àbM«Ì*i eco., 
e per conseguenza 

sABCDE:SnÉfi^::sS ] :sn J ::AB J :irà J . 

Dunque le piramidi simili sono anche proporzionali ai cubi 
de' loro spigoli omologhi. 

Due parallelepìpedi simili, a in generate due prismi simili 
'tanno fra (ora come i cubi de' loro spigoli omologhi, o come i 
cubi delle loro altezze. 

Onesta proposizione si dimostra medesima mente tome nelle 
piramidi simili. 

l'noeosizioNE XXV. — Teorema, 

Due poliedri simili fiatino fra loro cantei cubi tic' loro spignli 
omologhi. 

Dinwxfrttihiw. Due poliedri simili possono scomporsi in mi 
ejpial numero di piramidi simili ciascuna a ciascuna e simil- 
mente disposto; ora le piramidi simili stillino fra loro come i 
'cubi dei (oro spigoli nmnln«|ii ( prop. aut. ] ; duuijue ciascuna pi- 
ramide del primo poliedro sta alla piramide simile del secondo 
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come il cubo di uno spigolo della prima piramide al cubo dello 
spigolo omologo della seconda , ossia coma il cubo di uno spigolo 
del primo poliedro al cubo dello spigolo omologo del secondo, 
poiché gli spigoli delle basi delle piramidi simili sono pure spi- 
goli omologhi dei due jiolit'tlrì. Ma gli spigoli omologhi dei po- 
liedri simili esseodo proporzionali , i loro cubi .saranno pure prò- 
ponfciuli, e le piramidi simili dei duo poliedri saranno due a 
due nella slessa ragione: dunque hi somma di tutte le piramidi 
componenti il primo poliedro slar;i alla tornimi delle piramidi 
componenti il secondo, ossia il primo poliedro stari al secondo 
come il cubo di imo spigolo qualunque del primo sia al cubo dello 
spigolo omologo del secondo. 



DigitizGd b/Cciogl 



Problemi relativi al Ubro VII. 

da risolversi numericamente. 



I. Dato un tronco di piramide a basi parallele, travare l'al- 
lena intera della piramide da cui fu recisa, e dedurne il volume 
del tronco. 

Sìa ABCDE/j/Ai* (fìg. 200) il tronco dato, e Pq la sua 
fSj. m. 




altezza; supponendo la piramide compiili?, li: due piramidi 
SABGDE, Sfghik sono simili; dunque (prop. 9) sarà 

ab:/s::sp:Sj, 

e dividendo, risulterà 
Ed 

AB-/,:/j::sp-s,:s,=^Ì; 



onde quando le dimensioni dei tronco sieno date numericamente, 
si conosceranno le due altezze SP, Sij della piramide intera e 
della piccola piramide recisa: e siccome le basi dì queste due 
piramidi sono date dal tronco slesso, si potranno calcolare i 
volumi dello due piramidi, la cui differenza farà conoscere il 
volume dot tronco XSSGDEfgkik. 

Por dare un esempio di questo calcolo rappresenteremo 
con M*, m* le aree delle basi ÀBCDE, fyhìi, e con a l'alleila 
Pq del tronco: i lati il, m de'quarirati M 1 , m* essendo proporzio- 
nali ai lati omologhi AI), fg, ed alle altezze S!', Sy.'si troverà 



chiamando V et i volumi delle piramidi SABCDE, Sfgltik, sarà 





onde 



y-v. 



conforme al teorema della prop. '2-i 



II. Dato il tato di 
Sia L il lato t 



di 



otterrà la lunghezza" 1 della 
implicando quella del suo 



per 1^3 (prop. 
diagonale di un 



cordi.). Ondt 
ibo qualunque 



Quando L 
triangolo equila 



diagc 



onale D è eguale 
Mio del roggio L. 



al lato del 



340 

Viamrso, dala la ilia|!0iiaje U .lei rubo, si (roveri il suo lato 

<.e I) Tossi; una linra, il blu L sarebbe ornale al raggio del cir- 
colo circoscritto a! irian^olg equilatero costruito solla diago- 
nale I). 

Ili. Dulu uh a piramide, tagliarla con "il piano parallela alla 
buse in due parli, i cui ridami sileno ira loro in ima ragione 

Sia SABCDV (flg. 207) la piramide data : si dee determi- 
% 207. 




nane sullo spigolo SA un punlo f, |ier cui passando un piano 
li L I ;l Iijm 1 , si abbia 

Sfyhik-.XYKimfykikllmln; 
da questa propoi/iuiic, l'uiip'iiiaiilu, ai ricava 
SABCDE;SftAiA::m+n:iM; 
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ma per cagione della simili luiline (ielle piramidi, sì ha pure 

SABCDEtS/jAr'jt: tSA'is/* o 3?; 
dunque si avrà 



la piccola piramide recisa è in questo caso l'ottava parte della 
piramide intiera: quando ni— a, si trova 

e la piramide è allora tagliata in due partì equivalenti. 

IV. Determinare io spigoli) e. la siiper/iri,- mude di nn tetraedro 
rwjiìhm; i! cui riiliini/. 1 r ì:> mairi cubi. 
Chiamando a lo spigolo del tetraedro, la sua base sarà espressa 

per ^o*^3: la sua altezza sarà — a|^ti: ed il suo volume sarà 



:::sa 3 :s j ; 




Facendo ut— 1, ed «=7 si trova 



x 0 Sf=\sA: 



si avrà dunque 



16 
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on(ie 0 '=iM?=15.6^9; ed «=y 45 . 6v /s,. 

terminando il calcola si troverò la lunghezza dello spigolo 0, e 
quindi la superficie totale del tetraedro espressa per a* y 2 

V. Formare un parallelepìpedo rettangole di un volarne da/o, 

slieiw fra luto nella rntjimie ili numeri tinti, per es. come 3I3!5i 
Sia c 1 il volume del cubo dato, ed r lo spigolo minore del 

parallelepìpedo, gli altri due spìgoli saranno rìspcll iva mente ~ 

e^, ed il volume del parallelepìpedo sarà espresso per^p-, 
dunque dovrà essere 

15a" , J . 4e* , l/4? 
— — =c\ onde x l — -— , cri 3=^ 

Se il volume del parai b'iopiperio iluvtìssn essere di 240 metri 
cubi, sarebbe 

gli altri line spigoli sarebbero G"'- e IO"-. 

VI. fiatala base diana piramide regolare e la sua alletta, 
travare l espressione della 'air saper/kie. 

Sia 1' il perimetro della base, « il suo apotema misuralo 0 
calcolalo sulla figura della base, e // l'altezza della piramide: 
l'ppotema della piramide farà espresso per Y a* dunque 
iP^o'+i* esprimerà la superficie convessa, ed { 1' (a-t-)/ a'+b*) 
darà la superficie lutale della piramide. 
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VII. / lati della base di un tronco di prisma triangolare 
retto sono 5 n -, 6"", 7"y e gli spigoli perpendicolari alla base sono 
4"-, 6" : trovare il suo volume. 

L'area della base è espressa per ^9. 4. 3.2— &y~& dun- 
que fprop. 23) il volume è eguale ad 

^(3+4+6!. 8^6=13. 2 ^0 = 63 '■ , 680. 

Vili. Sopra una base rpindnila [nrmmv. unti piramide retta 
,'ijun:iili'>ifc ad un i:i:bo dato, ed in cui la lunghezza defili spigoli 
inclinati stia all'allczin in utili riigiime data min. 

Sia e' il volume ilei cubo dato ed .r 1'aliezia della piramide: 

lo spigolo inclinalo sarà espresso per —, 

ed z*=r*. ^ — ^ - esprimerà il quadrato della mezza 

diagonale della base, per conseguenza l'area della base quadrala 

sarà — 2i'.(^=^-), 

ed il volume della piramide verrà espresso per 




si avrà dunque 
onde 



m 

sia ad esempio c :l =$'7?>"> r -, w=5,»=4: sani c=rfiy'3,e l'altezza 

_ j—i/ne E i/ri6_K »- in 

lo spigolo inclinalo sari 12™-, 5. La base della piramide sarà 
=11 S 1 " '!, 5, ed il suo lato— 10 m -,00o... con queste dimensioni si 
potrà facilmente costrurre la piramide. 

IX. Sopra min busi- datti costruire un tronco di piramide di 
volume e ili allena pure dati. 

Sia la base data un quadralo di di lalo, ossia di 4™-' 1 ' di 
area, il volume del tronco =84"'"', l'altezza ed esprima a* 

l'are» della base incognita: dalla prop. XXII si ha 

3(4 + j.- , + 2i)=84; 

onde 

s'-t-aezzM— 4=24, 

ed 

-1+5— 4»-. 

La base cercata è dunque un quadrato di 4 ■■ di lato, ossia 
di Hi" 11 !- di area. 

Se la base data fosse un pofijjoiiu qualunque di un'area equi- 
valente a 4™"*-. il valore di .r esprimurebbn il lalo del quadrato 
equivalente alla seconda base, la quale sarebbe simile alla base 
dala, e conterrebbe un'area di 16 ra i; i lati di questa base sareb- 
bero dunque rispettivamente doppii ilei loro omologhi nella 



I 
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LIBRO OTTAVO 

Dei Ire corpi rotondi (*), ossia del cilindro retto, ilei cono redo 
e della sfera. 



Definizioni, 

I. Chiamasi cilindro retto il solido generalo dal rivolgimento 
di un rettangolo ACFD (fig. 208) , intorno a! lato immobile CF, 
che si chiama asse del cilindro. 



Fì 3 . 108. 




In questo movimento i lati AC, DF perpendicolare all'asse 
descrivono due circoli eguali e paralleli AHB, DKE, che sono le 



CI Piconsi il! geueralii im-pi mlouili , n Miliili (li vini ri -ione quelli, elle sono 
procioni dal ri volgi inculo ili mio *i|ii<riir.ie piami . imnrrii) mi una linea rr Ila ili 
pozione lìssa. La Geo ni pi in >'li'rn.-iiiai- -«torà ~yr.ri al menle Ire soli di questi 
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basi de) cilindro; il lato AD parallelo all'asse f.F, descrive la su- 
perficie convessa del cilindro , e si chiama linea generatrice o lato 
del cilindro. Nel cilindro retlo l'altezza <: eguale al lalo AD, o 
all'asse CF: qualunque sezione MNP perpendicolare all'asse è un 
cìrcolo eguale a ciascuna delle basi; e qualunque sezione 11KL1 
fatta per l'asse e un rettangolo doppio del rettangolo genera- 
tóre ÀCFD. i 

II. Chiamasi cilindro obliquo (fig. 2O0| il solido terminalo da 
una superficie convessa generala da una retta AI) obliqua al 
piano di un circolo AHB, eri obbligala a percorrere col suo piede 
la circonferenza AIIB, rimanendo eosliiTitcìiicnle parallela alla 
.sua posizione primitiva AD. La iella mobile AD si chiama la 
generatrice della superficie cilindrica, ed anche lato del cilindro; 
la sua estremila E descriverà la circonferenza di un circolo 
eguale e parallelo alla base AHB; la retta CE, che unisce i 
centri delle duo basi, è l'asse, e la perpendicolare FO compresa 
tra i piani delle basi è l'altezza del cilindro ('). 

Fig. 209. 




Qualunque sezione falla nel cilindro obliquo da un piano 
parallelo alle basi è anche un circolo eguale a ciascuna delle 



OSc la relln Al> imm ili iH'ir-uine l.i rin-uiin-rii'a ili mi cirrato, si mo- 
irsse nulli» Hle&iD limilo mi^im iiii'ullr.i i-invi .|-.nlniii|iir . I.i 'rijii'ilii ir glicini' <lì 
AH sarcbhe iiilmrj cilindri, il . un diivr-ii iln i|ut:llii Ir cilindra cirrrjtire sfrondo 
la diversa natura titilla furia rlic diri|.'ii il indillo lirll.i ^eiierulricc. 
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basi; e qualunque sezione falla per l'asse CF È un paralle- 
logrammo. 

III. Chiamasi cono retto (fig. '210) il solido generalo dalla 
rivoluzione ili un triangolo rettangolo ACS intorno ari un suo 
cateto immobile SC. 




In onesto movimento il cateto AC descrive un piano circo- 
lare ADBE, che chiamasi la base del cono; e l'ipotenusa SA 
descrivo la superlìrie conva-sn ilei cono. 

Il punto S chiamasi il venire del cono, il cateto immobile 
SC e l'asse o l'altezza, e l'ipotenusa SA e il lato o Y apelema 
del cono. 

Il cono obliquo {fig. 211) è un solido compreso da ima 
base circolare ADBE , e da una superficie convessa generala da 
una ratta SA che gira attorno alla circonferenza ADBE, passando 
sempre per un punto S dato fuori del piano della base (')- 

Ogni sezione FKG*I , fatta in un cono parallelamente alla 
sua base, è un cìrcolo; ed ogni sezione SDE, fatta per l'asse, è 



(•) Se la rana SA in rete di percorrere la circonforenra dì un circolo ., percor- 
resse ima curva i]unluiii|li<- , In mi pirli cip pencrala da SA succhile ancora conic», 
ed il wlido comprato saieWie [«ire un i nno . ini ililTcreLile del cono a base circo- 
lai* secondo la «aria nalura della cuna die dingo il movimentò della generatrice SA. 
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un triangolo ; nel cono vello questo triangolo è sempre isoscele, 
e doppio del triangolo generatore SAC. 



I 



Fig. Hi. 




IV. Se dal cono SA DB, per meno di una sezione parallela 
alla base, si recide il cono SFKG, il solido restante ABfiF chia- 
masi cono troncato, o tronco di cono a basi parallele. 

Il tronco di cono retto ABGF (fig. 212) a basi parallele 
può immaginarsi grufato dalli! rivoluzione di un trapezio ACHF 
intorno al lato CU perpendicolare ai due iati paralleli AC, FU. 



In questo movimento i due lati AC, FH generano due cir- 



%. SII. 
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coli, che sono le due basi parallele, ed il laio AF genera la 
superficie convessa del tronco. 

Il lato immobile CH chiamasi l'asse o l'altezza , ed AF il lato 
del tronco. 

t V. Due cilindri retti , o due coni retti sono simili , quando 
hanno le altezze proporzionali ai raggi delle basi. 

Nei cilindri e coni obbliqui , oltre alla condizione precedente 
si richiede ancora, per la loro similitudine, che gli assi sieno 
egualmente inclinali sulle loro basi. 

VI. Un piano è tangente ad un cilindro quando ha una sola 
linea rotta comune colla superficie cilindrica , e questa retta è 
un lato del cilindro stesso. 

Similmente un piano è tangente ad in: cono quando ha una 

'.ili llfi j frlll ---il ■; i.ill,. •ijj-rtlitu- ! M. ( cui 

è un lato del cono. 

VII. Un prisma, Ì cui spigoli laterali sieno lati di un cilindro, 
dicesi inscritto nel cilindro; ed il cilindro dicesi circoscritto al 
prisma. 

Ed un prisma clic abbia le sue facce tangenti ad un cilin- 
dro, e le basi negli stessi piani di quelle del cilindro, dicesi 
circoscritto ai cilindro; viceversa il cilindro c inscritto nel 
prisma. 

Una piramide i cui spigoli sìouo lati di un cotto, dicesi 
inscritta nel cono: e il cono è allora circoscritto alla pi- 
ramide. 

Ed una piramide che abbia le sue l'acce tangenti ad un 
cono e la base nel medesimo piano di quella del cono, dicesi 
ad esso circoscritta ; e il cono è allora insertilo nella pi- 
ramide. 



Vili. La sfera è un solido terminalo da una superficie curva, 
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di cui lutti i punii miio egualmente distanti da un punto interno, 
che chiamasi il ceni™ della sfera (lìg. 213). 



Kg. US. 




La sfera può riguardarsi come generala dal rivolgimento di 
un semicircolo DAE, clic gira intorno al suo diametro immo- 
bile DE; perdio la superficie descritto iti questo movimento 
dalla mena ci remi fere ma DAE avrà manifestamente lutti i suoi 
punti equidistanti dal centro C. 

Lo retto condotto dal centro alla superficie sferica chiamarsi 
raggi; e ìe retto condotte poi centro, e terminate da amhe le 
parti dalla superficie sferica, come AB, DE, cliiamansi diametri. 

[n una medesima sfera tulli i raggi sono eguali , e lutti i 
diametri sono parimente eguali e doppii dei raggi. 

IX. Si dimostrerà (prop. 7) che ogni sezione fatta da un 
piano nella sleva 6 un circolo; questo circolo dicesi massimo 
quando la sezione k fatta pel cenilo della sfera: ciò posto, chia- 
ma» fuso sferico la parte DAEMD della superficie sferica com- 
presa tra due mezze circonferenze di circoli massimi DAE e 
UME; e la parie del solido sfuric-o compresa tra gli slessi scmi- 
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circoli massimi, alla quale il fuso serve di base, si chiama spic- 

X. La porzione ACE (fìg. 214) della superficie sferica com- 
presa Ira Ire ardii AC, Ali, f.Edi circoli massimi chiamasi trian- 
golo sferico. Gli archi sono i lati del triangolo, i quali sono 
sempre supposti minori della mezza circonferenza , e gli angoli 
diedri clie i piani di questi archi fanno tra loro, sono gli angoli 
del triangolo sferico. 



Fig. ili. 




XI. Poligono sferico e una parte della superfìcie della sfera 
lerminata da più archi <ìi cìrcoli massimi. 

XII. Dicesi piramidi: sferica la parte del solido sicrii» com- 
presa tra i piani di un angolo solido il cui vertice è al centro, 
e la base della piramide è il poligono sferico formalo dagli stessi 
piani sulla superficie della sfera. 

XIII. Un piano e tangente ad una sfera, quando ha un sol 
punto comune colla superficie sferica. 

XIV. Chiamasi zona la parie ridia Mipcrlicic storica compresa 



tra duo piani paralleli, che ne sono le basi. Se uno di questi 
piani fi tangente alla sfera, allora la zona ha una sola base, o 
chiamasi calotta sferica, come KDL (lìg. 215). 



Segmento sferico è la parte FGLK del solido sferico com- 
piega fra due piani paralleli che ne sono le basi. 

L'altezza di una zona o di un segmento 6 la perpendicolare 
QR che misura la disianza de'ilue circoli paralleli, che sono le 
basi della zona o dei segmenta. Il Memento può anche avere una 
sola base, come KLD. 

XV. Chiamasi settore sferico il solido CKTJL generato dalla 
rivoluzione di un settore circolare KCD, che s'aggira intorno ad 
uno de'suoì raggi CD. 



% US. 
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Proposizione I. — Teorema. 

La superficie convessa di un cilindro retto è eguale alla cir- 
conferenza della ''«>'!' <;i<-/tipliciita per la sua allena. 

Dimostrazione. Un cilindro retto potendosi considerare come 
un prisma regolare di un nomerò infinito di facce, la sua super- 
ficie convessa si ottieni; come del prisma regolare , molti- 
plicando cioè la ci reo nfe lenza della baso per l'altezza. Si può 
anche dimostrare questa verità, osservando clic la superficie del 
cilindro retto tagliata nella direzione del suo lato e svolta sopra 
di un piano prende la forma di un rettangolo, la cui base è 
eguale alla circonferenza della base del cilindro, e l'altezza eguale 
a quella del cilindro. 

Corollario i". La superficie totale di un cilindro retto é 
eguale al prodotto della circonferenza della base per la somma 
del suo lato e del raggio della base. 

Corollario 2°. La superficie di ciascuna base del cilindro 
retto sia alla superficie convessa, come la metà del raggio della 
base sta all'altezza del cilindro. 

Corollario 3°. Le superficie dei cilindri simili stanno fra loro 
come i quadrati dei raggi o dei diametri delle basi, oppure come 
i quadrati delle altezze. 

Scotio 1°. Il cilindro obliquo potendosi anche considerare 
come un prisma obliquo a basi regolari di un numero infinito di 
lati , la regola della superficie dei prismi obliqui fi anche applica- 
bile ai cilindri obliqui: dunque (prop. 11, lib. 7, scoi. 3) la su- 
perficie convessa di un cilindro obliquo ha per misura il prodotto 
• Iella circonferenza di una sezione perpendicolare ai lati per la 




Circolo, e che la sua lunghezza non può ottenersi coi noli mezzi 
della r.cometrio elementare; essa potrà però, nei casi pratici, mi- 
surarsi meccanicamente con un Ilio che inviluppi il cilindro nel 
piano della sezione perpendicolare ai lati. 
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Scolio 2". Tagliando un cilindro retto con un piano obliquo 
all'asse, e che non incontri le basi , i due segmenti prendono il 
nume di tronchi di cilindro retto. 

Se il piano seguutu p,i 3 _-;i pel riieizii 'ìell'assc , i due tronchi 
sono eguali ìn tulle le loro parti: dunque un tronca di cilindro 
relto è la metà di un cilindra parimente retto avente la slessa 
base del tronco, e l'asse doppio di quello del tronco. 

Onde segue, che la superficie convessa ili un tronco di ci- 
lindro retto ha per misura il prodotto del sufi asse per la circon- 
ferenza ilclla sua base circolare. 

PnoposraiONE II. — Teorema. 

Il volume di un cilindro è eguale al prodotto della sua base 
per la sua alleva. 

Dimostrazione. Un cilindro qualunque potendosi considerare 
come un prisma di un numero indulto ili facce, il suo volume 
sarà, come quello del prisma, eguale al prodotto della base per 
l'altea*». Onde se R esprime il raggio della base ili un cilindro, ed 
A la sua altezza, l'area della, base sarà espressa per«R', ed il 
volume per «R'xA^rAR'. 

Corollario i: 1 cilindri di medesima base stanno fra loro 
come le loro altezze; ed i cilindri della slessa altezza stanno coinè 
le basi. 

Corollario 2°. 1 cilindri simili stanno fra loro come i cubi 
de'raggi, oppure come i cubi delle altezze. 

Perche le basi essendo proporzionali ai quadrati dei raggi, 
od ai quadrati delle altezze , le basi moltiplicale per le altezze 
ossia i cilindri stessi, saranno proporzionali ai cubi delle altezze o 
dei raggi. 

Corollario 3'. Il volume dì un tronco di cilindro retto ? 
eguale al prodotto della sua base circolare per il suo asse (prop. 
■1 , scoi. 2). 
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PnoposizjiWE III. — Teorema. 



La super/ide convessa di un cono retto é eguale al prodotto 
della circonferenza della sua base per la metà del suo lato. 

Dimostrazione. Un cono rollo potendosi considerare come una 
piramide regolare di un numero infinito di facile il cui apolema 
è uguale al lalo stesso del cono, la sua superfìcie convessa è 
come quella dc[J;ì piramide l'tiijubre uguale al prodotto della 
circonferenza della base per la metà del lalo. 

Si può anclie dimostrare la stessa verità osservando che per 
cagione dei lati eguali e della somma degli angoli Talli dai iali 
inlorno al vertice minore di 4 retti , la superficie convessa del 
cono retto tagliala secondo il lalo e svolta sopra di un piano, 
prende la Torma di un settore circolare, il cui arco 6 eguale 
alla circonferenza della base del cono, ed il raggio è ti lalo 
stesso del cono. 

Corollario i°. La superfìcie totale del cono retto, com- 
prendendo in essa quella della base, ha per misura la melò del 
prodotto della circonferenza della sua base per la somma del suo 
lalo e del raggio della base. 

Corollario 2°. La superficie convessa del cono retto sta a 
quello della sua base, come il lalo del cono sta al raggio 
della base. 

Corollario .'ì°. Le superficie dei coni simili stanno fra loro 
corno i quadrati dei raggi dello basi, o come i quadrati delle 
altezze. 
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PnorosizioNE [V. — Teorema. 

La superficie conressa di un tronco di dina retto ADEB 
(fig. 210) a basi parallele, è eguale alla semisomva delle circon- 
ferenze delle due basi moltiplicala per il lata de! tronco lì E. 



Fig. US. 




Dimostrazione. Si Uri la ralla 11F perpendicolare al lato SB, 
ed eguale alla circonferenza CB , si unisca SF, e si conduca EL 
parallela a 6F; sarà 

SBlSE: : circonf. GB: circonf. OE 

e 

sb:se::bf:el; 

un il e risulta 

circonf. CB: circonl'. OE::BK;EL; 

ina BF— circonC CJ»; dunque EL— circonf. OE. 

Ciò posto, la superficie del cono SAB li equivalente al trian- 
golo SBK, e la superficie del cono SDE è. equivalente al trian- 
golo SEL; dunque la superfìcie del tronco ADEB sarà equivalente 
al trapezio BEL E. Ma la misura del trapezio 11ELF i: eguale a 
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e BF+EL È la somma delle duo circonferenze delle basi del 
tronco ; dunque la superficie convessa del tronco di cono retto t 

ferente delle basi. 

Coronaria. Se dal punto K proso sul mezzo del lato BE si 
lira la retta Kl parallela a BA, e KG parallela a BF, sari 



dunque la superlicie convessa del tronco ili cono retto a basi 
parallele è nuche eguale al prodotti! ilei suo lato per la circonfe- 
renza della sezione perpendicolare all'asse, ed e quidam te dalle 
due basi. 

Scotio. La superficie convessa di un tronco di cono retto a 
basi para11.de tagliata secondo un lato del cono , e svolta sopra di 
un piano, prende la forma di una porzione di canina o zona 
circolare compresa fra due ardii concentrici descritti con ragjji 
rispettivamente eguali .ii lati del cono intero e della p.irtc recisa: 
e le lunghezze di questi archi sono rispettivamente eguali alle 
circonferenze intere dello due basi del tronco. 



Proposizione V. — Teorema. 



Il volume ili mi ciw.j i- fijituh' a! pmlutt'i delia sua base per 
il terzo della sua alte-.ia. 

Dimostrazione. Il cono può r.on-idr-v.n'-i jomc una piramide 
d'infinite facce; eppcrò si otterrà il volumi! il>'l r.onocome quello 
della piramidi}, n i ol tipi ica rido cioè la sua base pel terzo della sua 
altezza : onde se 11 imprime il ra^ìo dtjlia liiisi! di un cono, ed A 
la sua altezza, il volume del cono sarà espresso per 

jtR' X ^ A=~jtAR*. 

17 



Corollario. Un cono e il terzo di un cilindro di medesima 
base c di med'i.-imn alti^z.i. Ondo sfgnu ancora: 

1°. Che i coni di eguale altezza stanno Ira loro come 
le basi; 

2°. Clic i coni di egual base stantio fra loro come le 

altezze; 

3°. Clio ì coni simili slaiuni IVji loro c»\w. i cubi dei raggi 
delle basi, oppure comi; i rubi delle altezze. 



Proposizione VI. 



Il volume <i i int tnmco di con» A DEB (fig.217) a basi paral- 
leli-, i eguali! al prodotto dalla tana parla tlelf altezza del tronco 
pei- la somma della base inferiore del tronco, della sua base 
superiora e di ima media proporzionale tra i/aaste dae basi. 



un'infinità di facce, sarà dunque il volume ilei cono tronco, come 
quello del tronco di piramide eguale al prodotto della terza parte 
,]i'll',ill('«a pei- in .-imiuia della ime, inlerioro ilei tronco, delia 
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sua base superiore e di una media prò» omo naie a queste due 
basi: cioè sarà 

voi. ADEB=gCe.(»AC , +»5c 1 + ff AC.Dfi) 



PftOPOSIZIOSE VII. — Teorema. 
Ogni sezione [atta ila un fiinii» nella sfera i un circolo. 



fi,. US. 




Dimostratone. Sia FPG (fig. 318) la sezione falla da un 
piano nella sfera il cui centro è C: dal centro C conducansi la 
perpendicolare CQ sid piano FPG, e diverse rette CF, CO, CP a 
diversi ponti della curva 1TC clifi tannimi la sezione: le oblique 
CF, CO, CP, ecc. sono eguali siccome raggi della sfera, esse sono 
dunque equidistanti diillii pin |n:mliivdjn; CO: opperò tulle le l'elio 
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QF,QO, QP, Qfi , sono eguali ; dunque la sezione FPG è un cir- 
colo, il cui centro e nel punto Q. 

Quando la selcine pa.-sa pel centro delia sfera, come AMB, il 
suo raggio ò eguale a quello della sfera, ed il circolo dicesì mas- 
simo: lo sezioni falle fuori del centro, come FG, KL, sono circoli 
minori. 

Corollario. I. I circoli musimi di una medesima sfera sono 
tutti eguali : i circoli minori decrescono ili mano in mano che i 
loro pioni sono più lontani dal centro. 

It. Due circoli massimi ADB, AMB si tagliano sempre in 
due parli eguali; poiché la loro intersezione comune AB, pas- 
sando pel centro G, fi un diametro comune ai due circoli. 

IH.' Ogni circolo massimo AMB divide la sfera in due parli 
eguali clic diron-i Knmfrvl; poiché separando i due emisferi ed 
applicandoli sopra la base comune colla loro convessità volta 
dalla stesso parie , le due -upiiilide ojiiiuder.mno l'uno coll'altra; 
altramente i rat^i della sfera non sarebbero eguali. 

Scolio. Chiamasi polo di un circolo della sfera il punto della 
superficie sferica egualmente distimie da lutti i punii della circoli- 
le ronza di questo circolo. 

Ogni circolo della sfera, massimo o minore, ba due poli col- 
locati sopro uno stesso diametro o asso perpendicolare al piano 
di questo medesimo circolo: cosi supponendo i circoli AB, FG, 
KL tulli perpendicolari all'asse DE, i due punii D, E sono poli 
tanlo del circolo massimo AB come dei circoli minori FG, KL 

[ cìrcoli paralleli hanno lo slcsso asse e gli stessi poli. 

La distanza di una circo ntereii'a massima al suo polo, misu- 
rata sulla superficie sferica, e in tulli i suoi punii eguale al qua- 
drante della circonferenza massima: in linea celta questa s lessa 
disianza è eguali alla corda dei quadrante. 

Un circolo della sfera i determinato da un punto della sua 
circonferenza e da uno de' suoi due poli : e con questi dati si può 
descrivere col compasso a punte convenientemente incurvate fa- 
cendo centro nel polo dato, e prendendo per raggio la distanza 
tra il polo ed il punto dato dalla c i reo n fere nza. 
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Due punti dati sulla superficie di una sfera, che non sieno 
diametralmente opposti, determinano la posi/ione di un circolo 
massimo; perchè tra questi due punii ed il centro «Iella sfera può 
condursi un solo piano. 

Onde Ira due punii della superficie dì una sfera che non 
siano diametralmente opposti, può condursi un solo arco di cir- 
colo massimo, ed un'infinità di archi di circoli minori. 

Proposizione Vili. — Teorema. 

L'angolo sferico APF (flg. 219) ossia Congelo formato da 
due archi di circoli massimi PA, PF, è eguale all'angolo DPG 
. fallo dalle tangenti a questi archi nel punta P. 



ni. no. 




Diiiiostruiio/U!. La tangente PG condotta nel piano dell'arco 
PA è perpendicolare al r;i^it> CI', <■ la tallente PD condotta nel 
piano dell'arco PI'' perpendicolare allo stesso raggio CP; dun- 
que (prop. !), lib.6) l'angolo DPG è eguale all'angolo dei piani 
PAC, PFC, che è l* angolo slesso dogli archi PA, PF indicalo 
per APF. 
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L'angolo sferico APF lui per misuro l'arco di circolo mas- 
simo AF compreso Tra i suoi laliPA, I'F, prolungati se È neces- 
sario, e descritto dal punto P, come polo, con un raggio eguale 
alla corda del quadrante: poiclie l'arco AF è la misura dell' an- 
golo ACF=GPD=ÀPF. 

Scolio. Gli angoli sfuriti oppiti al vertice, come Al'F, BP1I , 
sono eguali. 

Proposizione IX.— Teorema. 



Va pini» JllN (lig. -il'.h perpendicolare, nlf estremità di un 
raggio CO i tangente alla sfera. 

Dimostrazione. Proso sul piano MS un ponto qualunque E, 
congiuntisi questo punto col centro C della sfera: l'obliqua CE 
sarà maggiore della perpendicolare CO, e quindi il punto E e 
tutti gli altri punti del piano SIN saranno posti fuori della sfera , j 
eeccito l'unico punto 0; dunque il piano MS ù tangente alla j 
sfera in 0. Reciprocamente ogni piano tangente ad una sfera è j 
perpendicolare al raggio condotto al punto di contatto. 



ro centri ed il punì 
stanza dei centri e egi 



inerenza rie'raggi 
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PnorosiziONE X. — Teorcmn. 

Tre circuii massimi AEBF, ACBD, CEDF (fig. 220), che si 
Kujììiuif, ilvc a due, dividono la su/irr/ìei,- i/rl/a s/cra in 8 trian- 
V'i/i ifirii'i ilm: a due •Hitmutriiìiui-iitt'- 'ijfnli . ed eguali per siili- 

Quattro dì questi triangoli sono posti nell'emisfero UACBD, 
e quattro altri nell'emisfero opposto FACBD. Considerando ora 
fra questi otto triangoli, per cs. , i due opposti ACE, BDF, si 
scorge subito, ohe essi lianno i loro lati rispettivamente eguali, 
cioè AC=BD, AE=BF, CE=DF, e gli angoli parimente eguali, 
cioè l'angolo CAE=DBF, siccome nugoli diedri opposti al ver- 
tice, e per la stessa ragione l'angolo ACE = BDK, e l'angolo 
AEC=liFH; questi due Lrian-oli hanno dunque tutte le loro parli 
costituenti eguali, ina non possano essere soprapposli, perchè le 
loro parti eguali sono disposte in ordine inverso; essi sono dunque 
eguali per simmetria. 

Proposizione XI. — Teorema. 

In ugni triangolo sferico ACE (lìg. ÌÌQ) un lato •jualuagiie 
AE è minore della somma degli alil i due AC+CE. 

Dimostrazione. 1 raggi OA, OC, OE condotti dal centro della 
sfera ai vertici dei tre angoli del triangolo sferico determinano un 
angolo solido triedro OACE, i coi angoli piani hanno rispettiva- 
mente per misura gli archi, o lati AC, AE, CE de! triangolo sfe- 
rico ACE; ma ciascun angolo piano dell'angolo solido triedro è 
minore della somma degli altri due (prop. -I2,lih. tii; dunque un 
lato qualunque di un triangolo sferico è minore della somm i de^li 
altri due. 

Corollario. Il più breve cammino da un punto A ad un altro 
E sulla superficie sferica, è l'arco AE di circolo massimo, che 
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congiungc questi due punti: poiché 1" supponendo il punto C 
anello vicinissimo all'arco AE, si ha sempre 

AE<AC+CE. 

1,' L'arco Ali ili nrnilu macinio ■: [iure sempre più corto 
di qualsivoglia altro arco di circolo minore, sotteso dalla mede- 
sima corda AE; perchè si sa dalla Geometria piana, che tra due 
archi sottesi da una stessa corda il minore si e quello del raggio 
più lungo. 

3." Si può ancora dimostrare per la riduzione ulC assurtiti, 
che l'arco AE È minore di qualunque altra curva descritta sulla 
superficie sferico tra i due punti A, E. 

Proposizione XII — Teorema. 

La sannita dei (re lati di tot triangolo sferico è minore 
della circonferenza di un circolo massimo (fig. 220). 



% HO. 




Dimostrazione. Sin ACIi un triangolo sferico qualunque; si 
prolunghino i (ali AC, AE lin che s'incontrino nuovamente in B; 
gli archi ACB, AEB saranno due mezze circonferenze di circoli 
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massimi; ma nel triangolo BCE si ha CE<CB+E0; e aggiu- 
gnendo ad entrambe le parli AC+AE,si avrà 

AC+AE+CE<ACB-t-AEB, 

La stessa verità risulta anche dal l'osservare che i Ire lati del 
«triangolo sferico sono la misura dei tre angoli piani dell' angolo 
triedro OACE, la cui somma è sempre minore di quattro angoli 
retti. 

Hallo stesso principio siigli» .incora, che la somma dei lati di 
un poligono sferico convesso e sempre minore della circonferenza 
di un circolo massimo. 

I 'imposizione XIII. — Teorema. 

La somma degli angoli di un triangolo sferico è minore 
di sei e maggiore di dite angoli retti. 

Òimostmùme. i." Essendo ciascun lato del triangolo sferico 
minore della mezza i/ircoiiJeivsiztf , d;i;am angolo dello stesso 
triangolo c l< i l i toro di duo angoli retti; dunque la somma dei tre 
angoli è minore di sei angoli retti. 

2." Ciascun angolo di un triangolo sierico ACE (lig. 220) 
è eguale all'angolo delie tangenti ai due archi nel vertice dell'an- 
golo stesso (prop. 8): ora il piano delle due tangenti in A essendo 
perpendicolare al raggio AO, esso sarà, pure perpendicolare ai 
piani AOC, AOE: lo slesso succede pe' piani delle tangenti in C 
ed in E: dunque i (re piani delle tangenti in A, C, E, sono due a 
due rispettiva mente perpendicolari ai piani AOC, AOE, COE; 
opperò i tre piani delle tangenti s'incontreranno due a due secondo 
tre rette rispettiva ine ut e jnTpc-iidicnlari ai piani delle facce dell'an- 
gelo diedro OACE, e cosi l'ormeranno un secondo angolo triedro 
opposto ad OACE, e tale che la somma di ciascuno de'suoi angoli 
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piani e dell'angolo opposto del triangolo sferico sarà eguale a due 

triedro e desìi angoli dui triangolo fiorirò sarà eguale a sei angoli 
retti; ma la somma degli angoli piani di un angolo triedro è sem- 
pre minore di quadro aiuoli redi; dumpie la somma degli angeli 
ili un triangolo sierico sìii'jì sempre ma^giuie di duo rolli. 

Corollario {.' La somma degli angoli di un triangolo sferico 
può dunque variare da IRÒ" sino a 540", senza poter eguagliare 
uè l'uno né l'altro di questi limili; onde due angoli dati non de-- 
liìnuiuaut! il terzo. 

Corollario 1." Un triangolo sferico può avere due o ire angoli 
retti, due o Ire angoli ottusi. 

Scolio. Un triangolo sferico dtiy-i [Trita ugole, bìrellangolo, 
tri re [tango lo, secondo die OSSO lia tino, due o Ire angoli rolli. 

Phoposizmke XIV. ~ Lemma, 

La superficie convessa di un cono retto è anche eguale al 
prodollo della san alterni per la circonferenza della perpendi- 
colare innalzala sai mezzo del suo laro nel piano del triangolo 

qnivrttlinf , c }iivlitit<i<il'i *inv idi incontra dell'asse. 



Fig. MI. 



Dimostrazione. Se dal mcizo dell'ipotenusa AB di un trian- 
golo rettangolo ABC (iìg. 221) s'innalza nel piano del triangolo 
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slesso la porpe ndir.ola re DO , i due triangoli ABC, ORD rettangoli 
in C o D, coll'angolo B comune, sono simili; dunque si ha 



ac:od::Bc:bd, 



oppure 



circonf.AC;circonf.OD::BC: s \B, 
onde risulta 

ciroonf. AC x |Afc=cireoof. OD x BC; 

ma eircont ACX|AB esprime la superficie del cono ietto gene- 
ralo dalla rivoluziono ilei [rianimili renandoli) ABC intorno al lato 
BC (prop. 3); dunuue il prodotto circonf. ODxBC esprimerà 
anelie la misura della superficie conica generata dal Iato AB. 

Medes ii ti aiuetiU' Ili saper/trio riiurtvS'i dal tronco di cullo 
retto a basi parallele, è aurlre ramile al prodotto della sua 
altezza per la circonferenza della perpendicolare innalzata sul 
mezzo del suo luto, r pro/m/i/atn lino all' incontro dcU asse. 

Infatti, sia ACDD (fig. 333j il trapezio generatore del tronco 



Hi cono retto, CD sarà l'asse o l'altezza del tronco, ed AB il suo 
lato. Se dal mezzo di AB s'innalza la perpendicolare KO, e si 
tirano BG perpendicolare, e KI parallela ad AC, i due triangoli 



Fin. 2*2. 




KIO, AGB sono simili, perche hanno i loro Iati vicendevolmente 
jicrpcndiirolai'i; dunque si ha 

ki:ok::B6:AB, 

oppure 

circonf.Ki:circonf.OK::BG:AB; 

epperò sarà 

circonr. KI x AB=circonf. OK x BG ; 

ma eirconf. KIxAB esprime la superficie convessa del tronco di 
cono retto generato dal trapezio ÀCDB (prop. 4, coroll.); dunrjue 
il prodotto della circonlct mira OK moltiplicata per l' altezza BG 
ossia CD sarà anche la misura della superficie generata dal 
lato AB. 

Supponendo nullo il raggio BD della base minore, la super- 



be OK diviene eguale 
vessa del cono retto, 
idro retto sono tutte 



e tri! espresse pel prodotto del! altezza per la circo 1 
perpendicolare sul mezzo del lato e terminata all' as 
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Proposizione XV. — Teorema. 

Se un semipolìgono regolare ABCDEKG di uh numero pari 
'lì lati (fig. 223| si rivolge intorno al diametro AG, /a superfi- 
cie generata dal semiperimetro ADG è eguale al prodotto della 
circonferenza OK de! circolo inscritto psl diametro AG del cir- 
culo circoscritto. 



Fi s . 993. 




Dimostrazione. Lo perpendicolari iimakLitu sul mezzo di cia- 
scun lato possano pel centro 0 del poligono, e sono tutte eguali 
iill'apotcma OK; onde esprimendo la superficie generata dal lato 
AB por superi*. AH, e cosi uicrlesiniiìnwnli! i|iii;Ur: generale dagli 
altri lati BC, Gì), si avrà (prop. anL) 

Superi*. AB— AM x circonf. OK , 

Superi. BC— MN x circonf. OK, 

Superf. CD=NO x circonf. OK , 

Superf. DE=0P X circonf. OK, 
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Dunque, prendendo la somma ili lulle queslc espressioni, la 
superficie generala dal semiperimetro ABCDEFG riuscirà eguale 
al prodotto della circonferenza OK pel diametro Afi; giacché 

AH +JIN+ NO + OP +PQ+QG=AG. 
Scolio. Quindi si fa manifesto che la superficie generata da 
ima porzione quaiiiinjiii; W.\>K ilrl pi'rinietrii di un poligono rego- 
lare, posta tutta dalla medesima parte dell'asse AG, mentre stag- 
girà infoino a questo medesimo asse, ha per misura il prodollo 
MP x circonf.OK , essendo MI' l'altezza della superficie descritta, 
o la parlo dell'asse compresa Ira le due perpendicolari BM, EP. 

Proposizione XVI. — Teorema. 

La superficie della sfurn è ,yaaìe al firotlnllo ilei suo dia- • 
metro per la circonferenza, del suo circolo massimo (fig. 224). 




Dimostratone, l a supci'IVio delia sfibra si può considerare 
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come quella descritta dal semiperimetro (lì un poligono regolare di 
un numero infinito tii lati , inscritto o circoscritto al semieircoio 
generatore della sfera; ma in questo caso l'asse .VE' del poligono 
circoscritto può riguardaci come eguali! :il diametro AD, e l'apo- 
tema ON del poligono inscritto come eguale al raggio OP^OA; 
dunque il prodotto ABXcirconf.OA esprimerà egualmente la 
siipr?rfiole generata da! .semiperimetro cireo;critlù, quella generata 
dal semiperimetro inscritto, e quella della sfera compresa tra 
queste due. 

Scolio. Con lo stesso ragionamento si dimostra che la super- 
ficie della calotta sferica generata dall'arco AB (fi%. 225) , mentre 
il settore circolare ACB gira intorno al suo raggio CA, Im per 
misura il prodotto della sua altezza AX per cireonf. CA. 




Qualunque zona a due basì ha per misura il prodotto della 
sua altezza per la circonfei vn/n massima della sfora. 

Corollario 1°. Chiamando R il raggio della sfera, la sua super- 
fìcie sarà 
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cioù quadrupla ili quella del circolo massimo che è 

Cùrollaria 2°. Le superfìcie ili due sfere stanno fra loro 
come i quadrali de'loro ragni, o de'loro diametri. 

stanno fra loro comi 1 loro alle^/c, ed iiijìi ?ona qualunque sia 
alla superficie intera dulia sfera, come l'altera della zona al dia- 
metro della .«fera. 

Corollario 4°. Una zona qualunque ad ima sola base è equi- 
valente ad un circolo che abbia per raggio la corda dell'arco gene- 
ratore della zona; perchè questa, corda emendo media proporzio- 
nale tra il diametro della sfera e l'altezza della zona, il suo qua- 
dralo egoagliorà il prudono ilei diametro della alerà per l'altezza 
della zona, e moltiplicando da ambe le parti per ir risulterà la 
verità del corollario. 



Proposizione XVU. — Teorema. 

il [uso sferico PAOFP (fig. 926) sta alla superficie della 
sfera come l'angolo ACF del firn sia a quattro nugoli velli, o 
come torco AF the misura famjoln del fuso sta alla cirtanferenia 
AFI1II. 

Sia l'arco Al' ouuinieijs.ih'ubilc con la circonferenza, e stili 
per es., AF:AFBH::5*.48; dividasi la circonferenza AFBH in 48 
parti eguali, AF coiderrii "> di quelle parli; pi'i poli 1', 0 e pei punti 
di divisione della circonferenza AKKII intendansi condotte allrel- 
fanlc mezze circonferenze massime; la superficie della sfera sarà 
cosi divisa in 48 piecoli fusi eguali, ed il fuso dato PAOFP con- 
terrà 5 ili questi piccoli fusi; dunque il l'uso PAOFP sta alla 
superficie della sfera come 5 sta a 48, ossia come l'arco AF sta 
alla circon l'ere iìm AFBH, 
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Quando l'arco AF non ha con In circonferenza comune mi- 
sura, sì dimostra per la riduzione all'assurdo, die nella pro- 
porzione 

l'uso PAOFP: sup. sferica : : x \ circonf. AFBH 

il ferzo termine x non può prendersi maggioro nè minore del- 
l'arco AF. 

Fig._3ÌB. 




Corollario f. La superficie di un fuso sferico PAOFP e 
eguale al prodotto del diametro OP per l'arco AF rettificato. 

Corollario 2". Due fusi appartenenti ad una stossa sfera stanno 
fra loro come i loro angoli, o come gli archi di circolo massimo 
che misurano questi angoli. 

Scolio 1". Se l'angolo del fuso ò vello, la sua superficie 
è la nuavLi purlu ilrlb sup^rUdo ~(, : <k;i : t'ita ù dunque eguale a 
quella dì un circola massimo n R*. 

Questo risulla faci I mente osservando, die, quando due cir- 
coli massimi PAOB, PF01J sono perpendicolari l'uno all'altro, 
issi dividono manilc-lamcnle la superficie sferica in quattro 
fusi eguali. 

Seolio 2°. Tre circoli massimi PAOB, PFOII, AFBH per- 
pendicolari tra loro, dividono la superficie della sfera in otto 
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triangoli sferici tri rettangoli, aventi lutti per lali ire quadranti 

Onde la superficie del triangolo sferico tri re Ila ngo Io È la 
metà di quella del Inso, il cui angolo e retto; oppure l'ottava 
parlo della superficie della sfera. 

La superficie del triangolo sferico trirettangolo è dunque 
eguale a quella di un semicircolo massimo, cioè— ^nR'. 



Proposizione XVHL — Teorema. 

La superficie di un triangola sferico sta a ausila della 
sfera come la somma de' Ire on-joli del triangolo diminuita di 
due angoli retti sta ad otto angoli retti. 



Fig. m. 




Dimostrazione. Sia ACE (fig. 227) il iriaogolo sferico pro- 
palo: prolungando i suoi tre lali in intiere circo nferenzo AC3D , 
AEBF, CEDF, e rappresentando con S la superficie della sfera, 
e con R l'angolo retto, i due triangoli ACE , CBE equivalgono al 
fuso ACCE A , il cui angolo e l'angolo stesso A del triangolo sfe- 
rico, ed avente pei- misura ^~-(prop. ani.); 
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I due triangoli ACE, ADE fanno il fuso CADEC, il cui 



ed essendo ACE=BDF (prop. i dui; triangoli ACE, EIÌD 
cguivalgono al fuso EliFDiì avente l'angolo E dui triangolo pro- 
posto, e per misura S * E ; 



ma i due fusi ACREA, CADEC coi duo triangoli ACE, EBD 
equivalgono manifesta mento a due volle il triangolo ACE più 
l'emisfero EACBD; dunque sì avrà 

2ACE-^S= m ; 



riduendo allo ;fesso denomin/ilnre i In mini dui secondo mem- 
bro, e dividendo d'ambo le pani per 2, risulterà 



ace:s::a+c+e- 



Scolio. Prendendo per uniti di misura il triangolo triret- 
tangolo, la superficie di un [riangolo sferico qualunque avrì 
per misura la somma dei suoi tre angoli diminuii» di duo retti: 
cioè il triangolo sferico proposto conterrà tanti triangoli trirel- 
taugoli a parli di esso, quanti equo gli angoli retti e parli 
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dell'angolo retti nella dilTcrenaa tra la somma dc'suoi tre an- 
goli e due angoli retti. 



Proposizione XIX. — Teorema. 



Il volume della sfera è eguale al prodallo della sua super- 
ficie pel terzo del suo raggio. 

Dimostratane. Si può considerare la superficie sferica come 
composta di un'in (in idi ili piceni! triangoli a poligoni sferici, 
e la sfera stessa come composta di piramidi aventi per basi 
questi poligoni, e per altezza comune il raggio della sfera; 
onde risulta, che la somma di tutte queste piramidi, ossia la 
sfera slessa avrà per misura la sua superlicìe moltiplicata pel 
terzo del raggio. 



(lìg. 228) intoni 
descritta dall'ari 
del roggio CA. 




il segmento sferico ad una sola base, generato dal semi- 
segmento circolare A.BN, é la differenza ira il setlore sferico 
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generalo rial settore circolare BCA, eri il cono generalo dai trian- 
golo BC'N. 

Il segmento sferico a due basi generato dalla parte di circolo 
FDMBG (fig. 229) e la differenza de' due segmenti ari una sola 
base generali da ABG e da ADF. 



Fig. US. 




Corollario 1°. Il volume della sfera é eguale a quello di una 
piramide, che abbia per base la superficie sferica, e per altezza 
il raggio (Iella sfera. 

■ Corollario 2°. Chiamando B il raggio di una sfera e D il suo 
diametro, il volume della sfera sarà espresso per 

^R', o perori)». 

Corollario 3°. Le sfere slanno fra loro come i cubi rie' loro 
raggi o de'loro diametri. 

Corollario 4". Il volume dello spicchio sferico è eguale al 
prodotto della superficie del fuso che serve di-base allo spicchio 
pel le™ del raggio della sfera. 

È chiaro che il volume dello spicchio sferico sia a quello 
della sfera, come l'angolo dello spicchio sta a quattro retti, o come 
l'arco di circolo massimo , clic misura l'angolo dello spicchio , sia 
alla circonferenza, massimo. 
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Proposiziose < XX. Teorema. 

U tuaerfteie della sfarà sta a quella dei cilindro circoscritto 
feotrpraelebasi) eoaw'ì'.S-.ed i milumi d'i quali due corpi stantio 
nella stasa ragione drlle loro superficie (li;;- 



Dimostratane. Sia ìi circolo CCFH , ed il quadralo art esso 
circoscritto ABED: girando la figura intorno al diametro CF, il 
BCDljcìrColo CGF genera una sfera, ed il mezzo quadralo ACFi) 
genera il cilindro ad fssa circoscrillo. 

È manifesto che la base AB <lul cilindra circoscrillo é eguale 
al circolo massimo della sfera, e l'altezza CF 6 eguale al diametro. 

Ciò posto, il prodotto della circoli fé re n za della base del cilin- 
dro per l'altezza CF esprimo cgnal inculo la superficie convessa 
del cilindro, o la superficie della sfera: dunque la superficie con- 
velle! c,l,o-lr Q o ,„„,!,. n ,,,„!,, dell, m «.■:„ > a quattro 

ma della Superficie convessa e julle due basi, e eguaio a sei 
circoli massimi; opperò ala I» superficie ilei la sfera a quella del 
cilindro circoscritto come 4IG oppure 

2°. Il volume della sfera è uguale al prodotto di quattro circoli 
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massimi per la sosta parie del diamcLro, ossia di un circolo 
4 

massimo peritici diametro: ed il volume dui cilindro circo- 
scrìtto è eguale a! prodotto dì un cìrcolo massimo per l'intero 
diametro; dunque il volume di una sfero sta a quello del cilindro 
circoscritto, come 

^: 1 o come &;G oppure ::2:3. 

I volumi della sfera e del cilindro circoscritto stanno dunque 
tra loro nella medesima ragione delle loro superficie. 

Scotio. Un poliedro qualunque circoscritto nd una sfera, 
cioè che abbia tutte lo sue (m:c<: Ungiti all,i sfora, può intendersi 
scomposto in piramidi con rette condotte dal centro della sfora ai 
vertici degli angoli solidi del poliedro : (juerli 1 piramidi hanno por 
altezza comune il raggio della sfera, e per basì le diverse facce del 
poliedro: dunque la somma dei volumi di tutte queste piramidi, 
ossia il volume ilid poliedro stesso, sui-'i eguale al prodotto della 
sua superficie pel terzo del raggio della sfera inscritta. 

Onde si scorge che i volumi dc'policdri circoscritti ad una 
stessa sfera, oppure a sfero eguali, stanno Fra loro come le super- 
ficie defili stessi poliedri. Epperó la dimostrata proprietà del 
cilindro circoscritto È comune a moltissimi altri corpi. 



sao 

Problemi relativi al Libro Vili 

da risolversi numericamente. 



I Trovare la ragione che passa tra t volumi delia sfera , 
del cilindro circoscritto e del cono equilatero circosoitto. 

Chiamasi cono equilatero quello, in cui la sezione falla pei' 
l'asse è un triangolo equilatero; quando questo cono è circoscritto 
alla sfera, la sezione per l'asse è eguale al triangolo equilatero 
circoscritto al circolo massimo «em^aioiv della sfera, ed il cono, 
essendo generato dalla mela di questo triangolo rotante intorno al 
suo asso, avrà il raggio della base eguale al lato del triangolo 
equilatero inscritto, e l'altezza eguale a tre volto il raggio della 
sfera; ciò posto, chiamando R il raggio della sfura, si avranno lo 
Ire espressioni seguenti: 

4 

Volume della sfera .... ~girn' 

Voi. del (ài. circoscr =8rR' 

Voi. del cono equìi, circoscr. . ^SnR 8 
onde la sfera, il cilindro circoscritto ed il cono equilatero cir- 
coscritto stanno tra loro nella ragione >ìi-:2".3: ossia::4:6:9. 

11 volume del cilindro circo-scrilli) è dunque medio pro- 
porzionale tra quello della sfera e quello del cono equilatero 
circoscritto. 

II. Trovare la ragione che passa tra i volumi della sfera , 
del cilindro equilatero insertilo a del cono equilatero inscritto. 
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Essendo R il raggio della sfera, il raggnV.e l'allena del 

cilindro equilatero inscritto sono rispettivamente ~ R yi e lì ^"2 , 

ed il raggio della base e l'altezza del cono equilatero inscritto 
sono 

quindi risultano le espressioni seguenti pei volumi do'tre corpi: 

Sfera s=|rIP; 

Cilindro equii, inseritlo . - r=£iR ! /2; 

Cono equilal. inserirlo . . — gwR'l 
dunque questi ire corpi stanno fra loro 

::|:t|/I:| «sia ::»:uy?:& 

onde sì scorge che il volume del cilindro equilatero inscritto è 
anche medio proporzionale ira quello della sfera e quello del 
cono equilatero inseritlo. 

IH. Dolo il iato L di uh cubo, trovare il volume delia sfera 

La diagonale del cubo espressa per L]/3 sarà il diametro 
della sfera dimandata: onda il suo volume sari espresso per 

|,L-xsKs=!,i'|/J, 
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IV. Costruire un cilindro ili aliena itala = A e di super- 
ficie data =B, eppure ili volume dato — C. 

Chiamando fi il raggio ilei cilindro, la superfìcie ed il vo- 
lume di esso sono rispettivamente espressi per 



onda essendo dala l' altezza e la superficie D, si farà 

2rtR.A=B; e si troverà R=2^ : 
e quando È dala l'alleila ed il volume C, si farà 



e cosi conoscendo il raggio R e l'altezza A si potrà costruire 
il eilindro. 

V. Dmo il raggio II e l'allena A di un cono, trovare l'espres- 
sione della siiti superficie. 

Chiamando L il lato del cono , sarà 



VI. Il lato di un co m è 8 m -, e la sita aliena è 5»-, trovar» 
la sax mperfck ed il suo volume. 



2 ir lì. A e jiR*. A; 




onde la superficie sarà espressa per 
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Si troverà il raggio della base 

II— ^64— i5~y39z^6 m -, 245; 

onde risulterà 

Circonferenza della base SirR=39*',254; 
Superficie convessa =:39,254. 4= 157°"-,016; 
Superfìcie della base =n. 89=H9""-,589 ; 
Volume=|it. 89.5=20l" 6 ,aB. 

[ 

VII. TVwhjv! J'fl//«w a* U lalo del cono intero, di cui fa 
parie «n cono tronco dato, e dedurne l'espressione del volume e 
della superficie convessa del tronco. 



Sia ADEB (fìg. 231) il tronco dnto: chiamando Meri raggi 
AC e De delle basi, A l'allena Cc.edLil lalo AD del tronco, 
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liuto, si avrà R:r::SC;Stf; e quindi 

sc=£, 



Onde chiamando Veni volumi de' due coni SAB e 
SD E, sari 



la dìlfurenia V— ti darà il volume del [ronco A DEB uguale ad 



conforme all'enuncialo della propostone VI. 

Per ottenere l'espressione della superficie convessa del 
tronco ADEB, si dee partire dalla proporzione R*.i'::SA:SD, 
dalla tinaie si ricava 

R-r:H::AD ossia L:SA=j2^? 

R.-r:r::i, : sD= R ^-: 
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onde rappresentando con S e s le superfìcie dei' due coni 
SAB e SDE, sarà " ... 



epperò la superficie del tronco rappresentala da S — s sarà 
espressa per 



cioè eguale al prodotto del lato del tronco per la semisomma 
delle circonferenze delle due basi. 

Vili. Dillo un coito, svilupparne la superficie in piano e tro- 
vare il numero <lé gradi dell' arco che chinile il sellare. 

Sia R il raggio della base ed L il lato del cono dato: si 
Cercherà quanti gradi conterrà un arco di lunghezza eguale a 
2nR sopra una circonferenza del raggio L: si avrà dunque 



Cosi quando L è doppio'di R, l'arco dei settore È di 180°; 
onde la superficie convessa del cono equilatero è eguale ad un 
semicircolo del raggio eguale al lato del cono; se L fosse 
triplo di R, l'arco del settore sarebbe di 120°. 




a 1 rL , 






IX. Dalo un settore circolare 
perfide sriti<ppnl'< coita ì/lc con q 
Sia L il raggio del stuoi-j 




; la 



dalo, il il 



ro dei gradi 
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de! suo arco, ed x il raggio della base del cono: la superficie 
del setloro e eguale a 

nLlx 360 ' 
e quella del cono è espressa per 



Facendo «=180° si irovcra x ossia il raggio della base del 

1 1 ■ 

cono, eguale ad^L: e quando jtr^SO", sarà x ossia R=.jL: 

cosi conoscendo il lato L del cono ed il raggio It della base, 
si troverà l'ai lem 



e u potrà quinci costruire il cono dimandalo. 

Scotio. Se invece del numero degradi n fos.se dola b lun- 
gheiu A dell'arco, la superficie ilei settore sarebbe allora 

espressa per^iL; e si avrebbe 

jtLk=|aL; onde x=-^-; 

si troverebbe dunque i! raggio della base del cono dividendo 
la lunghezza data dell'arco per 2*. 
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X. Trovare il rnggio di una sfera cijniralai'Ia ad un cubo , 
ad tm cilintro, ad un covo dati, od alta somma , od alla dif- 
ferenza di più sfere date. 

SÌ esprim eranno mini erica meri [e i volumi del L'ubo , del 
Cilindro, ilei cono tlali, delia somma o della differenza delle 
sfere date, ed allora il problema riviene o trovare il raggio dì 
una sfera di volume dato^C. 

Sia R il raggio cercalo della sfera; i! suo volume sarà 
4 

espresso per q*R J : sì farà dunque 



Così se il volume della sfera dovesse essere di 100 moiri 
cubi, si farebbe C—10J e si avrebbe 




onde 





'23,873-2. = 2°, 88 prossima mcn le. 
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dicolare cu questa > 

Scoli". Ita mi punto daln fum i ili unii rolla Min; .1 pini alilia-i aro olio 

una sol» perpendicolare sii questa. 

XIV. Proli. Itali i Ivo lati ili un liiuili;. lo. don-i iiere il triangolo. . . > 

XV. Prob. t ri Lii-h 1 1 1 1 l i ; i ■ . it.it.. >ii|i:a iu:> irltn. r.iiru.ii-.' m^d.-.jlu tonale 

ad un angolo c'alo s 

— I)ali duo Ioli .li un ti iiiii^i.ln. i; l' Lincilo i !ini|.| i'M .lui uit-.lcsinli. 
descrivere il triangolo i 

— Tato mi lalo di cu hian^.l). e ;li inizili adiacenti al medesimo, 
descrivere 11 Iriangulo . > 

XVI. Trai: Nel itiaiijinlo isosrele gli angeli nomiti ni lali eguali sono 

Coi: Vii trinngnlo rquir.iiom ó aurini equiangolo • 

Scolio, [n ogni Iridili;;, il» iiosrelo : la rolla , tirala dal vertice siti 
ntozIO della liav, i |ii'i[«.|iili.. ilare a rpio,l.i. o divido por niello 
l'angolo del venire : la ]nr|>rndi,-(i!are , nhliassala dal vertice 
sulla naso, divide per iiioHo la loso e rantolo ilei vellico; la 
perpendicolare inniiliala -ni lac/ia il.-lla lij.e passa poi vertice, 
fljni punto di una porpcmliinliuv Innalrai. ini incsiodi una rolla 
Ó equidistante dallo o.troniiln di questa, od i gni panlo proso 
fuori di lalo pcrjieinlividLie,' .'■ iniviialin.'iilii distante dalle oslrc- 
milà medesime. So due oli li qin.', liraln da ini punto sopra loia 
rolla, ssa ì eguali. rs.e sano equidistanti dalla jiorpondicolaro 
calala dallo stesso panni sulla stessa Mia; e viceversa, so le due 
obliquo sono cquidislanli ilaila |j-.T[>ri,, li. -.ilare, osse sono eguali. 
Duo triangoli renandoli sui d ivnali , sr Iianno l'ipolouusa ed un 
calcio rlipollitameotó eguali • 

XVII. Toor. So due aiuoli di un ii i.Tijol.i sono eguali , itali opposti ai 

aiedcsinii s.ae c;;m:i'ì, e|,i"Ti iu il ii iaiieoki i' 1 i-jicelc » 

Cor. Un Irianji.lo equiaujnl,. e .nu llo equilatero ' 

XVIII. 'J'iìjv. h'e ilei' :in r '„li di un n ian-ala ,nm. ili-,,;uia:i. ni n.a -Un- an- 

golo sia O|iu'.>lo ut. Inl'i ma^ioio ; o vieeicrsa, se line lati 
sono disegiu-.li , al Ino magiaro sia ojipesio un angolo maj- 

XIX. l'ear. So si prolunga ua lalo ili u:l t:ian-n|.> : r.injilu cilerao ilie 



Coi-. So da un runlo otuulu.cno :il ona rolla una perpendicolare 
c parcccliic oUi'j'.ic, In |nv|'uu.ii;j::.re è fiit tona di cijseuna 
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jicrrcnclkolaro calala dal pur.lo sulla retta Pag. 35 

XX. Lratmn. Quando due rette sono Insilale da ima lena: sola somma 
degli nugoli interni ilill.i sii'f-a |'.-ik' i lyuslo a ikiu reni, gli 

denti sono eguali. In sono p I g ppcrelJ 
la somma óYg.i angoli interni dalla stessa paria i eguale- a duo 



Scoilo. Due rette perpcnnìti; 
XXII. Uwr Se due retto fanno e 
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XVI 



icrsu, 1» fluirmi ilrpli ali,- 'li r-sterni. i-lit- ne risulliiiui. r eguali; 

a quattro retti 

XXMI. 7"eoi\ fu due Nili i>|>|iosli di un iliiu'1 ri Intero fino i-Ruali e jiiirallcli. 

gii nitri dui' l: i.l i ini» .ni! In' liliali f parai Idi. .'ppurd'i la ligura 

XIX1II. Trar. l.'n quadrilatero, die ili i lati opposti eguali due a due, i 
un parallelogrammo 

XXHV. Teor. Ogni parallelogrammo ha i liti opposti eguaH, gli angoli op- 
posti ffnali . Oli ,'■ liiil'i 1E11 una iliajmiale ir. ilur lii-iil-i'll 

eguali 

. Coi", 1" Duo rrlle parallde riHiiprci- Ira due alli'f paralleli? io™ 
B fr Ih»' ri'llr |..ir 1. 1 1 1 ■ L-. ■ -inr' ila :r.i'|-i il I p liilMauli . . . . 

JLXXV, Ttsr. Le diagonali di un parai lelnpranmio si tagliano licendcvol- 

C.or. 1.0 diagonali ili un rumili] si Indiano ad alinoli rolli .... 
XXXVI. Prtl'i. Pilli i[ii-' luti ii illuni iì'iiii jinr.hllrl granulili, e. l'untolo rom- 

preso tra irai'ilfMiiii.ili'-!'rii.'ie il paialli'li^rauiuio. : 

XXXVII. Pro*. Troia™ la cannino ramini di da* rette date i 



/Ingioili u rapporti de' ptiriilteloijrammi e Je' triangoli: 
misura delle Jljurc rettilinee. 



I. -■lira di una lìpur.i e la involili di c:-lrr. =Ìi-hc Slipe flit islc conte- 

nuta nel suo perimetro fui/, jì 

II. Figure C7i'ifi^(:i.'< sonn e 1 1 r e 1 1 ■-_ elle Lanuti arde eguali s^ilin essere 

IH. Vallczza di un triangolo ó In perpendicolare calila dal vertice di 

IV. L'aite:™ di un parallelogrammo è la perpendicolare compresa Ira 

V. L'n[te:in di un trapezio e lj perpendicolare luminila Ita i due lui 

paralleli, die ttìamausl basi » ivi 

fiy>ìin ]liie parnHi.'Li'^riii'ir.i!. 0 'ì'.ie liiaepli. e..n.|'ie!-i tra le mc- 
dcnime. parallele, luna') la stessa alle/i.i. Viceversa: Se due pa- 
ri,i|'rl".:-r"i]i]i-.i. o ila.: iriinpiii, limino In 'lessi allezi.a e le liasi 
sopra una stessa rulla, essi seno nmprrsi due parallele . . ' ivi 



I. Teorema, Due parallelogrammi, ile- lianne lu-i eguali ed alleni: 

eguali, sono equivalenti i M 

II. Teor. Ogni triangolo e la rael.i di un parili elogia m uro aitale la 

slessa base ?. li stessa allega • 55 

HI. reor, Bue rettangoli di eguale allena stanno fra loro tome le loro 

Srafjo. Die 1 rei lancili ili lia-i eguali -tanno Ira loro rome le loro 

IV. Tear. Iluc rettangoli stanno fra loro tome i prodotti delle loro basi 

per le toro alle::? • ili 

V. Teor. L'area di un rollandolo £ eguale al prodotto della sua base 
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limo ir i^iiilIi- ni [irr.ilnlM rlolli 



rangole rettangolo il quadralo fallo fu 



golo Olindo i'- linaio ;i'kl - ilinin |IW fi Ir.il i ili^li ull'l ll'H' Imi, 

riiililm' Lolle il |i[i'ii'ill.. ili min ili iiiir-ll [,rl v.i;i ]ini]iiil£;lii]i'il h ii 
tomprcso ira l'ari; ili! munii <: h [..■r[i.-ii.liiruliii.> ralaln dall'ali» 

gold DpPDSIO > 

Xlll. Tea: lo ogni l,-imi-ul,i il i|ii:iJ,'a[o ili mi Nilo ii[i|iOi1d ail un angolo 
Odilo i: rjiiak -unir l.-i i| limimi ;.Uri .Ine lati, mi'im 



dibassala dalTanplo op- 
.-iilii, ni ih- li lancili, 'fimi- 



XIV. Tool-. In ujni liiuij-'i'lo l:i hu:iii k l'iiaiìrati ilri (ilio [ali è i>'iial.! 

a Ouc volili il i|n:.ìr-al:i ili:H.i I.'i ilrl li.-ii. lato. jin'i iluc volle il 

quadralo (lolla rulla tirala dal meno di questo al vortice opposlo > 
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Cor. In ogni iwallflogrammo la sommi ile' ([tiadrsu' fot lali t 
eguale aHa solimi» dri iraailiali di'tli' d'ir ilia-imali . . . . Png. 
XV. Pj-oo. llcirmrrr un i>ar:illelri,:r;LiiHLio l'rj.tiialrnl.' eh) un Triangolo 

dita 

rivalente, che abbia 



XVII, Pr»l. Fan: un i|im'1i'ìi\u L'^uUaluil" alla silumin, a «IÌIT.timi^.i di dui! 

quadrati dkli 

XVIII. l'rob. Cipri muri! cimi due liui'.r tu r.:/. ■ ili ti puldi-uti filli. . i 



suo laln 

V. La sonimi dui Iru tati di mi Inali- iki rtllaiiguSu i liti m. t la ina 



VI. Dati i ire tali di un Triangolo, Irò rime Varca . 



LIBRO in. 

I.iniv pr'ijinrzìunìtì e p-jnr 



eguali ed i lali omnia 
ponionali tra loro . . 



398 



I. Tartina. Una retta , tirala in un uiongnlo pillola mente ad un 
lato, divide gli altri iliu- Imi in poi proporzionali .... Pag. 
Corollario. 1W ivilo sono la-iiaie in (uni |irr ( iuiviimali ila un nu- 



li. Tcor. Se una n'Ha divide ilim Isti (il ■ ì si triangolo in (.arti propor- 
zionili, euo ri parallela al ti>™ lite ■ 

NI. Tcar. La rolla ilm divide in ilin' pili 17'n.ili il) migrilo di un trian- 
golo, diiiile il l:iln iipposlniii (urli |n-ii|i.nvi ili ,ii liitLsiliaronli i 

IV. Trovare una quarta prò pò ninnalo a Ire retto date > 

V, Prob. Ditldera una retta daLi in qualsivoglia numero di porli eguali > 
VI. Proó. l'er un nnlllo. ilala ni un nugolo. ,oni!iirrr una retta di modo 
che le parti ili es-n. cnnipri-stì Ira il [■nulo italo ed i lati dell' an- 
golo, Simo spiali • 

VII. i'rot. Dividevi.' min iviiii lista nella flusso, proporzione, in fili e di- 
visa uni! Ira retta dota 

Vili. Tcor. tlue tri a-. Hi, npiiaiiii.i'.i Ira invìi, soni) simili > 

Cor. Due, triangoli, aventi duo angoli ricettivamente eguali, sono 

Scolio. Nei triangoli simili i lati mi mingi li Mimi opposti ad angoli 

IX. Tear. Due liiangnli, rlie lianuo i lati prtipoiionnli. inno simili . . I 

X. Ttor. Due triangoli, i he hanno un angoli, eguale compreso tra lati 

proponionali, sono simili • 

Cor. In ogni Ir imi (io In mio iviia parallela a.] un lai,, separa un trian- 
golo limile al triangolo I itole • 

XI. Tear. Due lri:nlji"li ■H"rilié lini i Imi ri ■■(... ni vomeri In 



Ni ri. n 1 1 . i • 



XV. Tcor. -ili dal MTliir ililT.ivi.h ri'lln ili un lii.m'.iln re I tariffili si 
olibassa mi pn-pimìivilnrc mi Tip ilniii-a. I.i pnriimilirulari' di- 
vide il triangolo in liti: trininoli simili al primo, 0pperei6 simili 
tra di loro; ciascun talelo è medio proponiooolc Ira l'ipotcnusa 
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Ci il segmento ailiacrnli': !n jifrjii: militili ut i media proporiio- 

nale Ira i due segmenti dell' ipo Lai usa Pag. 

XVI. Trai: lini- Irianprli, fili! Iiniiin .111 anfiilu l'ji'ialr. slunno fra loro 

rumc i pmdatli liei Itati . cIil' rr-nìi-ii-rriu l"jihjrido eguale." . . ■ 
XVII. Tcor. Due triair,')!i simili sLmiio fin l-ir r. i-«in: i qumli-Lili ilei lem 

ioli omolcf lii • 

ÌV III. Tior. Due polìgoni simili sima composti d' un egunl nomerò di 

.^Volili, l'in' |h>Il^..iiÌ - vili, Ili nulli, la filili i'ilul]i.ì*li ili un ppal 

XIX. Pra&. Sii[>i il relln lini.. .■."'iiiirc mi jiuiu/r.nn simile ad uri poli- 
gono dato > 

\X. r™r. I (ipiimiiiri li-'i jiiili-imi -iuiiii -lanini trulle i lati ni un [11 j Ili ; 

e le loro arce rumo i «. u.nl 111 li dui lati medimi > 

Cor. Se Mipi-n i In- Inli di 1111 lri.1111! il» rnllati<:<jlii. ]>rcsi rome lati 
fiae simili, polla rulla sull'ipo- 
qudlc Talli' sui mieli . . . . ■ 



I. Sopra una reità data farti un rr-itang.ilci eipii-ali-mo ad un rettali- 
gola dna.. , 1 

II. E- [il- uniti' fon due linei' In rapini' di dui! ci 'Il inibii dnti ...» 

III. Trovare una media proporziunnle tra dui! rene .late 

IV. rÀifli'iiii-i: mi r|iiii,li-i!ii ."[iiivatiTili- .i.l un ]iiiiii[|fli.f rainrim , ad ini 

triangolo, ad un Icapi'iin. ad un pulitimi u.ualiuii[llo dalo. . . >. 

VI. Ilol.'i'lihiiiare una n-ltn. la i]ihiIb sia finali' ad mia rolla fiala, tnol- 

VII. Ilate'due ligure simili, costruire una terza simile alle duo dalc, ed 

ei[ui.alenlc alla lorn somma od olla loro differenza 

UH. Travaro in lima, la nifiune ili dui: ligure simili a 



rem die divida il Iriangolo in due parti , the : 
nella rajionc di due numeri dali 



Proprietà del circolo e idls liane reti? i 
misura dritti ■iiipU- 



I. ff«p»»x« di eftwl. è lo pane di „n circolo compro» Ir. un «rco^ 

n .slr.uU parte' di U n circolo compra ,ra un arco ed i toc 

rOJBi condoni alte fremila de! merlino ■ 

III. Sanante * una cord» prolungata fuori doli» clrconfcreDia . - • ■ 
(V Tangente * una reità che ha un solo ponto comune collo circon- 
ferenza, " qnale ^™ P unM Ji e 0 " 1 """ ' 

V. Due cireonforenio diconsi tangenti quando hanno un solo punto 

tomune, dello nonio di coniano ' 

VI. Ansalo mwritto È lucilo ohe ha il vertice sulla circa^f,™, ed 

è compresa fra due corde. Incesi <»»'■""> ^■■1». ' 
cui anse-li hanno il verllo. -.Ih. cìrconlcrcHO; .n questo cisort 
circolo dicevi «r«>..-,-il(» al polipo. l'Mj««o i.™*i-rita> È 
quello che In i lati laurini ..Ha . i .™„ fon uva ; in questo raso 
il circolo dicosi imaiUo t.cl [inligono ' 

VII. Tulli i ciceoli sono simili. Due segmenti, 0 duo «nitori, o duo ar- 

clù sono simili, q";."''"' i 1 ■■■■ ■-■ ■■ 

Scolio. Osili dial.ii'lru 'li 1 '1 ' 

porti usuali. Ogni curda, clic no" P''>*a l' 1 ' 1 , '' '"' 1 ' 

diamelro. Dna rolli, non fu.', incollare la .i.,-nnr,.i-,.-i;:, , i un 
circolo in più di duo pillili. Le circonferenze d. due circoli eml- 
«ntriei, cioè dc.criUi in uno sto»» piano e dallo stesso ceni™ 
con ra^i disellali , -imu Jappfrtull.i ripmli-taiili La super h- 
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]. Ttm-cma. Nello slcsso circolo, od in circoli cpisii . rii an-iii il 
centro ceniili iiiiiiioiw ini afilli finali : i' viceversa gli archi 
ii;'.l:i!i i:u-i:vli'l'Hio ili .iìi-mIì iil iiiinu ornali. . . . , . l'or/. 117 
Scotìo. >ull(i rle^o ^utcUj. uit in iir."li liliali, -c ^i iiara-roiiano 
archi niinuri ilulki iijiiiii.n i r.nL.Ti :i. L i . ii.i iirclii madori corri- 
^|"jll'lr,liii cill'.- Il'iii.'iiu^i : lini Ll:ii. Al McilL iUiT Ilario i|Uando 

si paragonano iiriiii ii:i:-L r i..ii il. '.Li ^i n:i^ii i i.i-.lLiLri?^ . . . . * 1 Itì 
[I. Ttor. Il ra^io pcrprnd ivo lare ai! mia rorila divide per meno la 

cordo e l'arco solieso e ivi 

Cor, i.° La per perni ii uhi ru .■■u:,l..tia ;.ij| iiieizu di una corda passa 



HI. Icoi\ Se (Ine lii rui'.feri'iin- .i lajliim.i. In ivi la rlio passo pei loro 

IV. Tcar. In uno slcsso circolo lo cordo ramili sono egralrjMnte di- 

siami dal centra ■ e ili duo nudo ilisjsuali , la oiiiiorc è la pài 
disiarne dal ccnlro lìi 

V. Tene. Li rolla pi'i|>endii.iliiiv all'esii-eiuiij .li un raggio ó liuigcnle 

al circolo. lunTsaniristr' imi laminile a.l no circolo e perpen- 

dicolarc a] raggiri condono al pillilo di coniano ■ 122 

Chi-. Cd ariliL compft'si fra mia [anemie ed ma corda nd essa 
parallela, sono eguali. I punii ili uuin.nio di due imbonii parallelo 

sono diamelralmcnic opposi! > 153 

VI. Tcor. Sr due circoli f'rr-i.; e vane [.insrrnli. i Ioni ccr.lri od il punto 
di coniano sdiio fopra una mele. ima iella jnir|>;-Jidiroiare alla 

Stalin. So due circonfcronio si torcono iularionnoalo od eslorior- 
mcnlo, la disianza de' [jro Mauri è e-naii alla riiffi'ivjiza od alla 

tommo de' raggi, a viceversa Ili 

VII. Trar So duo angoli siaano Ira loro come d;ie numeri interi , gli 

cenili con. raggi eguali, slanno ira loro come gli stessi numeri. Ivi 
Vili. Ttor. Qualunque sia la ragiono di due angoli, essi slanno fra loro 

come cenili con rag;i eguali • ili 
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è siculo od olluso, sc- 



XIII. Prcb. l'or un |iiiiil.iil;ilijfiiii(iiim; unsi Cun^u-iati- nJ usi circolo ciato. 

XIV. Peob. Sopra unsi rctlii naia t^wrii.'ic un s^nn-nlu ili circolo ca- 

pace ili un singolo dnlo. . - . ' 

XV. Teor. Ir fatti ili dui; ivjulc di. 1 si l.ijtliiitiu nel circoli), soilu ilivci'- 
Hmcnlc pMpnàniDli • 
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SVI. Tew. Due seganti, tirale da uno slesso punto ureso [neri del cir- 
colo, sono inversi»» irte orouonionali alle taro parli calerne Pag. 131 
XVH. Teor. Se da un [mulo urcni tuoti il" mi fin'nld >i onuliii'o a iiucslo 
■ una langenlo od mia ^pacili-, b l.ui;initc è inedia pioporiionalc 

Ira la legante e la sua parie esterna ■ 138 

WIII. Proli, Ilividi>rc una ri-Ila dilli in mrvli.j esimila ragione, une 
in duo oarli lidi, rlntla nu^im-r -ia media [>v.i|vii'/iimiilclratu!1a 

la rella eia parie minore ivi 

Proli. Insevi vm-p «n i-ii'tule in un Iriansuln dalo ■ Hi) 

Scoiio. L'area ili un 11 ian-juKi <■ e#\u.]c alla meli iM urodollo del 

ini) ncriaii'lv.i pel i-.ij.iii. iVÌ . il i i.ln in'.'rillii . . » ivi 

\X. Vvoli. CirrosiTÌ'i'11- un i ìituIn ail mi I rinvilo dalo. ...... • Ili 



1. Tlaii due ai'flii di l'pniit radili . irò vari' eoi eompssn la loro eo- 
li, [lati due angoli, Irovaro la li.™ rapinile numerica > 1 14 

IH. Hcscrivrio ima rii rmirr.enza, i lio jinssi |«t un |iunlo dalo e lodili 

ima retta daia in un punto dalo ■ ivi 

IV. Per due nnnti dati far ['.i-,:u.- una ri rei infurimi di un ram;» dato* i l."i 

V. Descrivere una l in-oiifmni/.i . rlie }ia»i per dui! punii dati e 

lorclii una retta data • ivi 



LIBRO V. 

/■uliij.mi ivjulnri inflitti e rirfwritti 'il rifiuto; 
misura dtl circolo. 



i'u.VjBJt.) ,vi).i !(i,t t- ([nella chi! li- l'qiullt.'n: cj ri[iii.il-il lo . ... )jS 



J. Teorema. Ad ogni poii-ono recare si ptul 



poligono repilare; li perpendicoli™ ibhos- 



II. 



lo del quadralo Insalilo in un circolo si 
lo dito un esagono regolo 



Stotic. Il Ino ilei nini . ; 

ra^in ili questo fonie t :i : I . . 
Cor Dividere un ntisolo rclln in In 
V. Prak. Inscn'wre in un eireoln Allo 



VII, Tcar. L'sn-n ili no r.^aiaro è eguale al prodolio i 
^ ntrimclro periamoti del suo npotonia 

alla me(à lIl-I ihihIiiii,! ilei .ini ^■liiur-iro \k\ raj.'po del di 
UH. Tcar. Due [loii^oni ri'iWlari ili rviml ouniorn di Iati inno s 
K. Tior. I pei inibii ,Ni |.n|i t .„iii ri-, ilari dello flesso inniirro ili lati 
stanno rrn loro toni.' i ra^gì ilei rircoli insirilli 0 cirrnserilu', i! 
le loro aree slanno tome i quadrati de^li slessi riggi . . . ■ 
Srolio. L'nrca di un cirrolo i eguale alla meli del produllo della 
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Piani e b'BM "Ile iWllMfroW nith si 
rliyij/i ilifji'i (jMje/i ili/dir. 



ini].!.--.! in ■ r I e ■ ■ tu- s 



/liijjnln , o angolo pulitóre, f lo ipBito imlelìniiu eom- 
preso (111 tre 0 [Hi] |ii;lui, P iil,-|i|ILi'illHI in un ninlrsMiia pillilo; 
qurslo |»iiiio direni ri'j-d'ir; i pimii clic roiiiiiitiidaiio l'angolo 



la 1 1 1 [Misure mi'inlìiiità ili piani. Due ielle 
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1 1- 'in ;.i;nirH L se è PETpmfl - 



il.- La {iri-priiili.^lari- r I. I.i-uvi' rvlla ni pi.rt.i 

'""'' i " 1111 ]■•■■•"■: L 'fT''""' L ' li !"■'•'»'>■ F' 

ad UH [liflllO llll.l [■■'IIIIT.hIÌ.'uI.iIi' I' ['LI ■ " ■ - 1 - 1 I Ì ■■- l>1>!n[lK' , II- 

ni' |r'n"i di-I. imi il.iMn ]i.'r|u'ji.lLi i!:Lri' -i.ii.i pi'i lincili' - Ir 
ud L-plali salili i>i|ui.li. (alili tluli.i l 1 ; 1 1 ■ i ji [ i i> I n ri- , f lin- 



i jj un foio jhj j> -l'i-iiJir-j 



n-llf. nun i-Jll ■■■■■■ [ni ■) . -■ ■-■ ■ > nm di i-—cf» 

tno ud> rui tinnì per naa éV'umI poti )*nlMu»M ntTlNni 
I. rw. Su una rrllii i' |.iT|iimiìì.'i.:,i]i- ;nl ii ii |ii.ui.i. njiii ii'll.i r-rr 

|IJI'alli'],i i- ;i |. ':i- | -i ; -i- 'iv ili' -i- | ■ 



■■ l 'I ;■ I ■II' -. '.. l'I l'I" ■ 



-2.- INI" ri'ii,. |..„-.ill''l,. :„l ,:■ 



IV". Tcm*. ["na n'Ha la fui>ri d'un jiianu, ]..ii',iili'lii ad Hai rella 

comlulu ui'l imjiik , i> ji.irli.? pralli-ta al piimu > i» 

V. Tee:-, limi piani. ;„■, ,- i„lii ,i].n i im.il -i, .-, i i.'ii;'.. -mo |iaml[cli > 1B3 
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LIBRO m 
Solidi poliedri, ossia corpi terminati da piani. 




,<-i i.i.,..),.. Itili.; li. I;i, ii- -.ni ri-i _'oM • Irti 

\ Cui.,: <'. ini [isr;illi;l 1 i[ii[i!.ij.j r. .11:11^. li- mi f:i;.:c tono qu,l.lrii!i > im'i 
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rtUolepIp^o le «rioni , (alte io p'.ooi <ho ioi-nnirano nusttr* 
tpi jjIi pan'Jrh. tono plralltlugrair.iiu . P (li ODpJ'i dic-lri op- 
porli sono uguali - ... . ... . ......... P09. Il 

III 7Vi- Ir .;■< |. ■■! .. jl. u.i trrm. >■.--■-• 



Eli? piramidi irinngrilari n 
Hiinmcnlo eguali, rinffltnei 
;. [lue làraiuHi IriniigoTnri 



Vili. 7"-i,-. >.' imi i.inmi.l ■ lii'-i Ialini! ih li: 



r gli spiccili lalcrnli goti 
IX. JÌ)oi\ In d m piramidi simil 
pumonaii Ira luro oil n 
inni! Jy faaa anologhB - 



'I Ir.Lli ili'i Hi. „ ), .li! i 

Stalla. La unpcriliie. taloralo ili un prisma redo * egmle al pru- 
dono ili-T pi-rinii'ln) ili'INi sua liasc fi.'l siili spigolo laii'rali\ Li 
«itperfinie lolaie di un prisma n-giiliu-i: i> l'gniik al proilnllo il ri 
perimetri) lidia sim Ihi-l- pur In s, i ili min spigoli) c clel- 
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\M. ha- i. ì r.L : ■ n ■ I < Et i;i <;.,\;n . ,'■ i N,-i-ii ili mi [li l-m.l di pgnal 
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!fSH. Tter. lì Ironcn di piramide , a basi £W*)1«U , i (qeWskrW O) 
^uinmii ili Ire piramidi .il :i:i.\'m iciinli' i '|iii>H:i dui Irulirn . e 
]c cui basi sono la base iiifrrìiire ilei iinmii h la sua buie supe- 
riore , eli lina superli.ie im-di.i ]i i-n>.i-.i-/L..n;il .- Tra >|Tii-slc due Pai/, ìli 
Wlll. '('•!).'. Ili; ■uli un [i[i-ii,;i Irii.liirnl.iv.'i' .'fjiiii.il.-lili' nll.i ■ inui.'.i ili 

Ire piramidi ninnili.! sulln slpisa lune del imam e coi verlkì 
l'iillniMli nei vcrliri il^li inerii i il,ill;i fno i.i riji|... -la alla baie i 
for. Il vallimi! di II 11 tmiiiii di ]iii-ma Ili impilare e eguale al prg- 
dollo dt L'area di min ^/i..n.< |.. ■ |,-n In .ihii - ..-li ^|ii^ili jinral- 
leli per il imo della somma di questi «pigoli !» 

.illcae, o de 1 loro apigoli omologhi ivi 



piramide da cui fu reciso , e dedurne' il volumi: 
11. [lato il lavo di un cubo , trororne la diagonale ; ( 



■ i i-.id.ì i .il., muli ni;, iti un VQLiLiiiu Jmn , ijj in 
: i; LOIIO ili UTI 



ili iifin f.i'.n.iniil'' r..^|.!>|..:!. i 
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LIBRO Vili. 

D«ì tre carpi ratawli, osj/.p ilA cilindro n'Ito, ilei cono reità 
e della ifrra. 




I hiiIiT.II-.I il --ni:.- 1,1 - ■■■ - J J I - - ■ ì . ■ I .0110, L' lilMii 

li'!-! ■! .1. I .■ II. ' I ' I ■■■ I i ■■ I„ iill 1 llil..- !■ il IVI- 

drcohire e dalla snpcrlicie generala ila unii reti» i-tic r'irz liic - 

.■niiiln ''■m|*i" l.i i il l'. i i-M..i il. Il ■ I ■ . . - ■ - r ; iN. ^i i ii ■ |»'r 

i n il" I' • ■■ ■ I - ■ ■ ■ ■ I ■ - 1 i - i ■■ I -■" >-i ■! i ; in 

| - '■' 1 - - ■■' ■■■ I i: , -i ii il.i un il, 

tttrtUato alla Tuie, tini cìrcolo; ti <urni natone . Ina j» un 
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IV. II («ma di tona rtirn « tu. porolM- puA immaginasi generalo 
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IX. Icor. Tri | ila ui |ii<i'|ii-!iilir.il:m> al]' t'.lrcniil.ì ìi un ra—iu i lan- 
genlc olla sfera. H!-ri|>ruriimrilli' . .yni |iiami laureato ad una 
sfera è |*.'r|if.'iul iridare al rubili i-onilnllri al pillilo di rantatla. 
Quaadn due sti-re si toccami, i Inni ceniti ed il |ulilto ili con- 
iano sono in lìnea mila , e la disianza dei emiri ; eguale alla 

somma , » ulti ili l!V ri 'li/a ili'' ra^i • 

X. 7W. Tic circoli ii]!ii,iini che ti Inclini») . ili'. i.L.iuu la iii|nTliae 
Sferica i li) [rialti. li .fi.| i,i. duo J dui' i Ii:iuiuìj ^Ijiji-Tieu rim- 
palli, od eguali por simmelrla ■ 

XT. Teor. In ogni triangolo sferico un lato qualunque ò minare della 
Cor. Il più bruto cammino Ira due [muli dati sulla superne" 



XIII. Teor. La somma desìi an-nli di un li imbolo sferico i minor 
soi e majgiarr. ili ilnr inizili n-nl . . . 

trircttangole , accondoeliè Ila uno, due, o Ire angoli r 



l.j ili'll allibii [ire hi ri Limili' renili ili rag- 
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